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Es indudable que causará sorpresa el hecho de sucederse, con 
rapidez notoria, una colección extensa de publicaciones matemáti- 
cas, sin tiempo material casi, para elaborar las ideas y presentarlas 
bien depuradas y con el rigor formal exigido, en una exposición 
sintética, que ofrezca las ideas ordenadas, sin repeticiones, ni omi- 
siones, defectos en los cuales se incurre fácilmente, sobre todo 
cuando hoy la Matemática ha extendido sus ramas de un modo tan 
considerable; impidiendo esta circunstancia el recorrer, con resulta- 
dos satisfactorios, todas ellas. 

Pero el estado actual de nuestra enseñanza, mejor dicho, el 
quietismo intelectual á que nos hallamos sometidos, que entraña 
graves peligros, exige un movimiento rápido, una evolución casi 
instantánea que nos haga recuperar el tiempo perdido. 

La experiencia nos ha hecho ver cómo varían los objetos de 
estudio en cada época, que alteran según las necesidades creadas 
por el movimiento de )a sociedad. Hoy, los estudios de las ciencias 
positivas exigen una preferencia, que no se ha notado en las uni- 
versidades españolas. 

Se impone una transformación radical en los estudios, cuya 
base es la Matemática, principiando por ésta. 

La marcada desproporción en que se hallan estos estudios en 
nuestras universidades y las de otras naciones, impone, por lo me- 
nos, el presentaria á la consideración de quienes pueden encauzar 
nuestras orientaciones científicas por buen camino. 

Y este era el objeto de la publicación fracasada, por falta de au- 
xilios, de la Nueva Enciclopedia, mediante la que pretendíamos dar 
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una idea de los cursos hoy seguidos en las naciones más adelanta- 
das, supliendo al mismo tiempo, con la publicación de teorías qu< 
hoy han perdido su primitiva importancia, pero que es útil no ig- 
norar, la falta de no haber seguido, á su tiempo, las corrientes ge- 
nerales, y el habernos encerrado en un estrecho campo, donde s< 
han estancado un reducido número de teorías, cuya renovador 
se ha hecho de un modo continuo, en la evolución natural d( 
la ciencia. 

Por esta razón, además de los tomos publicados, en los cualeí 
se ha expuesto lo que es ya usual conocer de las teorías matemá- 
ticas, he creído conveniente el terminar esta última tentativa, cor 
un resumen histórico^bibliográfico del conjunto de teorías matemá 
ticas que deben entrar en un plan de enseñanza de las Facultade: 
de Ciencias, como preliminar de una exposición didáctica. 

Tal vez se oponga á este propósito la consabida objeción d< 
que, ni aun llevar á la práctica nuestros anticuados programas e¡ 
posible, pues todos al unísono se quejan de la falta de tiempo 
de la preparación insuficiente y otros argumentos análogos. Pero \\ 
realización de los ideales expuestos es un hecho. La elementaliza 
ción de las teorías, que antes se consideraban como superiores, s 
ha realizado en todas las universidades modernas. Y solo falta e 
favorecer, entre nosotros, la realización de este hecho por un per 
feccionamiento de la educación intelectual, desde las enseñanza 
inferiores. 

Estas y otras consideraciones que se tratarán en su lugar, mo 
tiva la publicación de un último volumen, dedicado á cuestione 
filosóficas y pedagógicas, que servirán de complemento á la ex 
posición didáctica. 

La empresa de publicar tanto como es necesario para que núes 
tra pobrísima literatura matemática se aproxime algo al espléndid« 
desarrollo que hoy tiene en las naciones más adelantadas, es te 
meraria y raya en lo imposible; pues no hay inteligencia capaz d 
abarcar, profundizando al mismo tiempo, lo suficiente de las nume 
rosísimas y difíciles teorías matemáticas. 

Únicamente asociándose todos los esfuerzos de los más ilustre 
entre los matemáticos, puede realizarse una síntesis tan grandios 
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como la que realizan los alemanes, con la publicación de la Ency^ 
clopedie der Mathematische Wissenschaften; y aun con tanto y tan 
poderosísimo esfuerzo, solo presentan un sumario de los innume- 
rables descubrimientos realizados, hasta el punto de que aún se 
completa dicha Enciclopedia, por trabajos particulares de tal ó cual 
teoría, como se ve, por ejemplo, en las obras recientes, de la colec- 
ción, Teubners Sammlungv. Mathentatiche Wissmschaften: E. Netto, 
Lehrbuch der Combtnatorik, 1901, E. v. Weber, Vorlesungen ü, das 
Pfaff'sche Problein,, IQCX), G. Loria, Spezielle Algebraiche und trans- 
cendente ebene Kurveti, 1902, etc. 

Sin embargo, cuando no es posible tal asociación, y además, los 
elementos de combate no son suficientes, la decisión enérgica suple 
lo que en la realidad falta. 

Y también, cuando no es posible emplear el tiempo en hacer 
una obra bastante meditada; es preferible que las cosas estén he- 
chas, á esperar, con riesgo de que, dando largas al asunto, acaso 
no se realicen. La rapidez, con deficiencias, es preferible á un es- 
perar indefinido. 

Por último, al completarse una exposición sintética de la ciencia, 
según los principios formales de la Lógica y los fundamentales de 
la Metafísica, con los de la Pedagogía, cuyo objeto es transmitir á 
otras inteligencias lo que se ha constituido como organismo de 
ideas, se impone el tratar, en una segunda parte, lo concerniente 
á la enseñanza, y fijar algunas conclusiones útiles para realizar 
esa transmisión ó vulgarización, como base nuevos progresos, por 
la mayor eficacia de los instrumentos de que disponemos, condu- 
centes á perfeccionar y hacer fácil y grata la ciencia. Esta es la 
razón que nos guía para dividir el presente trabajo en dos partes, 
filosófica y pedagógica, respectivamente. 

Zaragoza 2 de Septiembre de 1907. 



Xfid ^. oU. 'CjMi0^1A.1> 




LIBRO PRI/AERO-FILOSOFIA 



CAPÍTULO I 



CipMicite üsMffia áe b cftMét fitoséficMMilfailka 



S I-** Resumen de las ixvestio.acioxes 

DE LOS filósofos MATEMÁTIO^S ANTERIORES AL SIOLO XIX 

Pitágoras, Platón y Aristóteles s*>n los primeros rtíósofos que 
han dejado huellas de sus puntos de vista respecto a! desenwMvi- 
miento matemático. 

Las propiedades de los números, descubiertas por Pitágoras, se 
hallan consignadas en numerosas obras. En la obra, Imm sdíncf tus 
nombres itaprés la tradition des siicks por Tabbé Nfarchand j8r7\ 
se hallan reunidas todas las particularidades de esta doctrina refe- 
rentes á las primeras clasificaciones de los números hasta los poli- 
gonales, triángulos de potencias, cuadrados, etc.; lo que llega hasta 
el triángulo de Pascal. 

Aristóteles dice que la certeza de la ciencia de los númei\>s su- 
pera á la de la Geometría. 

Desde la más remota antigüedad, el estudio de la extensión fi- 
gurada se reduce á sustituir la extensión real por un concepto del 
espíritu, definiéndose el objeto mediante abstracciones. Y en esto se 
halla el fundamento de la certeza geométrica. No conociéndose más 
que lo sensible, no existiría la posibilidad de la Geometría. 

La primera parte del método geométrico es el análisis. VA mirar 
lo que se trata de obtener como si estuviese dado, y caminar de 
consecuencia en consecuencia hasta reconocer aquéllo como ver- 
dadero, constituye el método de Platón, ó como otros opinan, el de 
Pitágoras. 

Descartes generalizó este método. Observó que, las ciencias 
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matemáticas, cuyos objetos son tan diferentes, concuerdan en con- 
siderar solamente las relaciones que existen entre los objetos. Asf 
pues, basta considerar estas relaciones en los números que los re- 
presentan de una manera general. Kl Algebra, la Geometría, la 
Mecánica, fueron comprendidas en un solo punto de vista; y así 
los modernos han tendido hacia la constitución puramente intelec- 
tual y simbólica de la ciencia. De manera que: 

Todas las ciencias^ cuyo objeto es la investigación del orden y de 
la medida^ se refieren á las matemáticas^ sin importar que sean los 
números, las figuras^ los astros, los sonidos ú otro objeto, aquéllo 
cuya medida se busca. Debe pues existir una ciencia general, que ex- 
plique todo lo que pueda hallarse en el orden y en la medida, que 

tiette un nombre propio Ic^ matemáticas, (Reckerche de la verité, 

t. XI, p. 223). 

«Se expresa cada una de las líneas, conocida ó desconocida, 
con una de las letras del alfabeto; enseguida se examinan sus reía- 
ciones, ú operaciones geométricas, mediante las cuales las unas se 
deducen de las otras, existiendo siempre operaciones algebraicas 
que les corresponden y que pueden indicarse por letras. Esto sen- 
tado, si puede expresarse una de las líneas de la figura, de dos 
maneras distintas, por operaciones indicadas en las otras, estas dos 
expresiones, dan una relación que implica la incógnita y que puede 
obtenerse-, según las reglas del Algebra (Descartes, Geom,), 

Análogamente pasa Descartes á las relaciones entre dos incóg- 
nitas, que expresan los lugares geométricos de los antiguos. Ademas, 
extendió el punto de vista de Vieta, que había dado los medios de 
pasar de las operaciones algebraicas á las geométricas, fundando 
una Geometría general, la Geometría analítica. 

Pitágoras y Platón consideraban á los números como esencias, 
como tipos existentes fuera de la inteligencia. Descartes los consi- 
deró como simples relaciones, bajo las que se agrupan, en general, 
nuestras ideas de magnitud y de cantidad. 

Descartes dice de la lógica escolástica, que sus silogismos y la 
mayor parte de sus instrucciones sirven más bien para explicar á 
otro lo que se sabe, que para aprenderlas; y, como indica Renouvier 
(Manuel de philosophie modertie, p. 90): 
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Descartes hubiera dado poca importancia á las matemáticas, si 
se hubiera limitado su espíritu á la resolución de algunos proble- 
mas sobre números ó líneas; pero como dice Descartes: cYo no 
abarco las matemáticas, sino que expongo un método, del que 
éstas son más la cubierta ó envoltorio que el fondo, pues debe 
contener los primeros rudimentos de la razón humana y auxiliar á 
hacer salir de todo objeto las verdades que contiene»; y al decir, 
envolver, no quiere decir, ocultar, sino, vestir y adornar, de modo 
que se halle más al alcance del espíritu (Rcgies pour la direction de 
Vesprit^ p. 218). 

Descartes toma como base de su construcción el principio in- 
tuitivo, yo pienso^ luego existo y, por materiales algunas definicio- 
nes, sirviéndose luego como palanca, de una sola máquina, del in- 
falible procedimiento deductivo, como dice Renouvier; de manera 
que su método de las meditaciones es el de los geómetras. 

La idea, según Descartes, es una realidad objetiva. La potencia 
creadora de nuestra imaginación nos permite perfeccionar las imá- 
genes de las figuras geométricas. La observación de los objetos 
sensibles y la contemplación de las ideas, pueden asociarse prove- 
chosamente. 

Si la idea no se ha producido por una imagen, ella, á pesar 
nuestro, hace nacer una; pero esta imagen, distinta del objeto que 
representa no puede más que inducirnos á un error, pues el enten- 
dimiento abstrae generalmente, de un complejo, objetos que no se 
hallan aislados en la realidad; y además puede añadir otros, inven- 
tados por ella, poco conformes con los datos. La imaginación ade- 
más, es la causa ocasional que hace pasar nuestras ideas, del estado 
de potencia al de acto. En Geometría, se emplea preferentemente la 
imaginación; pero también se verifica esto en la ciencia de los nú- 
meros, puesto que solo por abstracción puede distinguirse el nú- 
mero de la cosa nombrada. Fijándola en el objeto, nos impide 
extraviamos y nos permite evocar nuevas ideas. 

En cuanto al razonamiento deductivo, de varios pasajes de las 
Regulan resulta que, en vez de tener necesidad, como la intuición, 
de una evidencia presente, presta su certeza á la memoria. La 
deducción se resuelve en una serie no continua de intuiciones. 
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Para que la deducción se efectuase por el entendimiento, sería ne- 
cesario que, reducida á una sola intuición, fuese instantánea. Á este 
límite, que no podemos alcanzar jamás, nos podemos aproximar. 
Por último Descartes admite además, una memoria intelectual, que 
depende del alma sola, que puede considerarse como un almacén, 
en el cual las nociones matemáticas, hallándose presentes á nues- 
tro espíritu, están siempre á nuestra disposición (véase L'itnagin. et 
les matk. selon Descartes par P. Boutroux, Descartes par L. Liard); 
y la memoria intelectual será útil en la demostración, cuando sea 
necesario coordinar varias deducciones sin enlace, para coordinar 
los resultados. 

Acerca de la universalidad de su método, basta citar el siguiente 
párrafo: Todas las ciencias reunidas no son más que la inteligencia 
humana^ siempre una^ siempre la misma^ por variados que sean los 
objetos á que se aplica (ReguL, reg. i, XI), y añade, que todas 
tienen entre sí una dependencia mutua, siendo la ciencia un sistema 
de conocimientos ciertos y evidentes. De manera que, para Descar- 
tes, la unidad de la inteligencia implicaba la unidad de la ciencia. 

Los juicios simples, que no pueden reducirse á otros tales, que 
el espíritu no puede concebir más allá, son conocidos por intuición 
tan evidente, que hacen imposible todo género de duda; son la 
concepción de un espíritu sano y atento, que nace de las solas lu- 
ces de la razón (ReguL, reg. 3, XI). El secreto del método carte- 
siano está en buscar en todo aquéllo que hay de más absoluto, y 
ver cómo estos elementos absolutos concurren juntamente en la 
composición de las demás cosas. 

El método cartesiano consiste en la intuición y el razona- 
miento, la contemplación inmediata de la verdad; y en la continua- 
ción de esta intuición, que es razonar. Razonar es llegar por una 
serie no interrumpida de razonamientos, de las proposiciones com- 
plejas á las simples y en volver, después de haber recorrido las 
mismas series en orden inverso, de las proposiciones simples á las 
complejas f^^^«/., reg. 11, XI); así las proposiciones lejanas se 
reúnen en un mismo sistema. La unidad del método implica la uni- 
dad de la ciencia. Toda cuestión debe contener algo desconocido, 
dado en relación con algo conocido, que debe despejarse de los 
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elementos extraños, para reducirla á otra cuestión más simple. A 
cada grado de reducción y de composición, la intuición hace ver 
el lazo de las proposiciones sucesivas; la enumeración es un com- 
plemento necesario de la Ciencia. 

Leibnitz consideraba al silogismo como una especie de Mate- 
mática universal, diciendo que la Lógica de los silogismos es ver- 
daderamente demostrativa, como la Aritmética y la Geometría. Y 
en su Dissertatio de Arte combinatoria, á los diez y nueve años 
dio las figuras y los modos útiles del silogismo; lo que se halla 
expuesto detalladamente en la obra. La Logique de Leibnitz de 
M. Couturat; y á la manera que Aristóteles había hecho ver que 
las categorías sirven para clasificar los términos simples (concep- 
tos), él pensó en la clasificación de los juicios, con lo cual bastaría 
hacer la enumeración de las ideas simples, para obtener de una ma- 
nera progresiva, combinándolas, todas las ideas complejas, de un 
modo infalible. Alphabetum Cogitationutn humanotum est catalogus 
eorum que per se concipiuntur, et quorum combinatione coeteroe idece 
nostroe exurgunt (PkiL, VII), distinguiendo la Analítica ó Lógica 
demostrativa de la lógica inventiva; de modo que, para él, la Ciencia 
de la Combinación, debía ser el Arte de inventar, proponiéndose ei 
problema fundamental de la lógica inventiva, bajo la forma: Dado 
un sujeto, hallar todos los predicados posibles é inversamente, ins- 
pirándose en el ejemplo de Raimundo Lulio, si bien criticaba el gran 
Arte de éste. 

El modo de proceder de Leibnitz se halla detalladamente ex- 
puesto en la obra citada de M. Couturat, según los manuscritos 
estudiados por este filósofo matemático. Esta obra de los primeros 
años de Leibnitz, de la que nace la idea una Algebra lógica, con- 
cebida bajo la forma de una lengua universal, fué el preludio de 
sus ulteriores descubrimientos. 

Bastará añadir respecto á esta cuestión, que, como después 
han expresado Boole y Jevons, la composición de los conceptos 
era análoga á la composición de los números por medio de factores 
primos, siendo éstos los géneros con relación á sus múltiplos, etc. 
Y sin entrar en detalles expuestos por M. Couturat acerca de la 
formación de esta Gramática filosófica, es interesante consignar 
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que Leibnitz dio una muestra de su lengua fílosófíca, aplicán- 
dola á la Geometría, concediendo gran importancia á los esque- 
mas geométricos. 

Por otra parte, concebía la lógica, no solo como el Arte de juz- 
gar y demostrar; sino como el de pensar, distinguiendo en ella dos 
partes: La primera, cuyo objeto es demostrar la verdad ya descu- 
bierta, la segunda, cuyo objeto sería un método seguro é infalible 
para descubrir verdades nuevas, en un orden progresivo y sistemá- 
tico y aún superando á Aristóteles en la cuestión de las categorías, 
según se indicó, llega en su teoría general de las relaciones, á las 
categorías matemáticas^ á saber, las relaciones de continente y con- 
tenido, la detenninación, las más especiales de congruencia, igual- 
dcul, semejanza, í^Couturat, obra citada, págs. 304-318). 

Vemos pues, que Descartes y Leibnitz habían enriquecido la 
Matemática importando nuevos principios y métodos, y que Newton 
con el Cálculo de las fluxiones había también contribuido podero- 
samente, y con la mayor eficacia, á extender la esfera de esta cien- 
cia, sin pasar del dominio de la misma, y permaneciendo pura- 
mente matemático. 

A la época filosófica sucede una época de gestación, en la que 
se elaboran y extienden los nuevos conceptos que entrañaba el 
cálculo infinitesimal. Los Bemoulli, el marqués de L' Hospital, Wa- 
ring y, por último, Euler y Lagrange, contribuyen al progreso del 
análisis matemático, hasta comienzos del siglo xix. 



§ 2.** P^VOLUCIÓN FILOSÓFICO-MATEMÁTICA EN EL SIGLO XIX 

L Escuela racionalista. En la evolución matemática apa- 
recen dos desarrollos, uno externo y otro interno. El primero lo 
realizan los filósofos, que tratan de lo fundamental, de los concep- 
tos generales, del método en su acepción formal, y el segundo, los 
matemáticos que, aceptando de los primeros aquéllo que es condu- 
cente para sus fines, lo elaboran y concretan, para tomarlo como 
punto de partida y desarrollario, dentro de la ciencia particular que 
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como todas las demás, son irradiaciones distintas de la ciencia 
general. 

Aunque todos los filósofos han tratado, por lo menos inciden- 
talmente de los fundamentos de la Matemática ó de los conceptos 
fundamentales de la misma, algunos se han distinguido por cierta 
preferencia ó importancia que le han otorgado. El primero de éstos 
es Krause, que escribió en 1804 su Grundlage cines pkilosopkischen 
Systems der Mathematik (*). 

Aunque es loable la tendencia de aproximar la Metafísica á la 
Matemática, la tendencia de Krause no fué eficaz, pues en nada 
influye la perfección de los conceptos generales, externos al des- 
arrollo de la Matemática, cuya evolución se efectúa por intus- 
susceptiofiy siendo su método inventivo el análisis, por el que se 
acrecienta su contenido de dentro á fuera. 

La Matemática es una filosofía práctica, ejercida sobre objetos 
especiales; y todos los grandes matemáticos se han distinguido 
por su elevado espíritu filosófico, y á éstos es á quienes debemos 
referirnos, exclusivamente. 

Wronski fué un talento filosófico-matemático. En este genio 
colosal se aunaban las dos tendencias; y bajo la influencia de los 
filósofos racionalistas, edificó su sistema matemático, donde princi- 
palmente se nota el influjo de la filosofía kantiana. 

Partiendo de que el mundo físico, en su causalidad no inteli- 
gente, en la naturaleza, presenta leíforma^ manera de ser, el conte^ 
nido^ esencia de la acción física, señala cada uno de estos dos 
objetos como correspondiente, el primero á la Matemática y el se- 
gundo á la Física. 

La forma del mundo físico, que resulta de la aplicación de las 
leyes transcendentes de la sensibilidad á los fenómenos dados a 
posteriori^ según Wronski, es el tiempo^ para todos los objetos físi- 
cos en general, y el espacio, para los objetos físicos exteriores; de 
manera que las leyes del tiempo y del espacio, considerando éstos 
como pertenecientes al mundo físico, dado a posteriori^ constituyen 
el verdadero objeto de las Matemáticas. 



(*) Traducido por D. Francisco Giner, Estudios filosóficos y religiosos (1876). 
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Aplicando las leyes determinadas de las funciones intelectuales 
que constituyen la naturaleza del saber humano, al objeto general 
de las Matemáticas, al mundo físico, resulta un sistema de leyes 
particulares, que constituyen los principios filosóficos de las Mate- 
máticas. Y la filosofía de las Matemáticas da también la explicación 
de los fenómenos intelectuales que presentan las ciencias matemá- 
ticas, pues el conjunto de estas ciencias forma cierto orden de fun- 
ciones intelectuales, que son verdaderos fenómenos. 

Después de exponer Wronski estos principios en su Introduc- 
tion a la Philosophie des mathématiques y la Philosopie de la technie 
algorithmique {i^ii y 1815), para determinar el objeto, al aplicar 
al tiempo la primera de las leyes del entendimiento, la cantidad, 
en toda su generalidad, resulta la concepción de la sucesión de los 
instantes y, en su mayor abstracción el esquema del número; y 
además, aplicando la misma ley transcendente á la intuición del es- 
pacio, considerado objetivamente, como perteneciente á los objetos 
físicos, dados a posteriori, resulta la concepción de la unión de pun- 
tos^ y en su mayor amplitud, el concepto ó el esquema de la extensión. 

Estas dos determinaciones particulares del objeto de las Mate- 
máticas originan las dos ramas: Algoritmia y Geometría, El objeto 
de la primera es el número, el de la segunda, la extensión. 

Los números pueden considerarse en general y en particular; 
es decir,- podemos considerar las leyes y los hechos de los números. 
Consideración que pertenece al método de la ciencia. 

Las leyes de los números constituyen el Álgebra y los he- 
chos la Aritmética; y análogamente tendremos: Geometría general 
y particular. 

En cuanto á la consideración subjetiva, considera Wronski dos 
puntos de vista; por el uno se descubre la naturaleza de la canti- 
dad, por el otro, su medida. Por el primero se descubre la natura- 
leza de las cantidades matemáticas, lo que es; (en la esencia de 
estas cantidades) y se halla fundado en la especulación; por el se- 
gundo, lo que es necesario hacer (para llegar á la evaluación de las 
cantidades) y está fundado en una especie de acción. En el pri- 
mero de los dos puntos de vista domina el entendimiento, facultad 
de especulación, en el segundo la voluntad, facultad de acción. 
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Teoremas son las proposiciones, cuyo objeto es la naturaleza de 
las cantidades matemáticas, y métodos las proposiciones que tienen 
por objeto la medida, lo que conduce á la teoría y á la tecnia. 

Además hay que distinguir los elementos de las operaciones 
matemáticas posibles, de su reunión sistemática] de manera que 
tendremos: Teoría algorítmica elemental y Teoría algorítmica sis- 
temática. 

Los dos algoritmos elementales, primitivos y esencialmente 
opuestos son la Sumación y la Graduación; en el primero, las par- 
tes de la cantidad son discontinuas y extensivas; tienen el carácter 
de la agregación (per juxta positionem). En la graduación, las 
partes de la cantidad son continuas y en cierto modo intensivas; 
tienen el aspecto del carácter del crecimiento (per intus susceptio- 
neni). La función intelectual de la sumación está fundada en las 
leyes constitutivas del entendimiento estrictamente dicho ^ la función 
intelectual de la graduación está fundada en las leyes reguladoras 
de la razón. 

La neutralización de estas dos funciones intelectuales y, por 
consiguiente, de los dos algoritmos elementales que les correspon- 
den, produce una función intermediaria, á la que corresponde el 
algoritmo intermediario de la reproducción, con sus dos maneras 
progresiva y regresiva: la multiplicación y la división. Este algorit- 
mo se refiere á la facultad del juicio^ por lo cual, debe conside- 
rarse como primitivo. 

Entre las funciones algorítmicas derivadas^ considera Wronski 
aquéllas cuya derivación es contingente. 

La combinación de los algoritmos primitivos de la reproducción 
y de la sumación, da el algoritmo derivado de la numeración] y la 
combinación del de la reproducción y de la graduación, el de las 
facultades, cuyos esquemas son 

Ao?o W -V Al cp, (.r) -f- y -fo {x) ?, (^) + 

Las teorías de la numeración y de la graduación tienen por ob- 
jeto la generación de las cantidades algorítmicas, por dichas dos 
combinaciones. Los esquemas de estos enlaces son 
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En el primer caso, la función ^ es el exponente de una cantidad 
dada, que forma con ésta el valor de la cantidad variable, y con- 
duce á la función derivada elemental llamada logaritmo^ cuya na- 
turaleza está expresada por la función 



'l:x 



r '.r = tjr* » — i :\ a — l. 

Cuando el exponente implica lo infinito, estamos en el caso de 
los logaritmos. 

Wronski, en sus deducciones, al examinar el segundo casOí 
cuando el exponente es imaginario, llega á las funciones seno y 
coseno, circulares. 

En cuanto á la parte sistemática, observa que la reunión de \o9 
dos algoritmos primitivos y opuestos, la sumación y la graduación, 
solo puede existir: i.°, por la influencia sistemática de la sumación 
en la generación de las cantidades, en la cual domina la graduación. 
2.*, por la influencia sistemática de ésta en la generación de las 
cantidades en las que domina aquélla; y 3.**, por la influencia siste- 
mática y recíproca de la sumación y la graduación en la generación 
de las cantidades en que dominan ambos algoritmos, lo que le con- 
duce, respectivamente á las teorías de las diferencias^ los grados y 
los números. Y distingue el cálculo de las diferettcias determinada^^ 
del de las indeterminadas ó cálculo de la variación de las diferencias. 

Pero donde expresa la mayor generalidad de sus concepciones 
es en la Inlosofia de la tecnia algorítmica^ al formular la cuestión 
¿en qué consisten las Matemáticas? y proponerse llegar á la ley 
universal de la generación de las cantidades. 

El entendimiento da una suma discontinua y la razón introduce 
una transición indefinida ó una continuidad en esta generación. 

Wronski llevó adelante su trabajo de síntesis en su última obra: 
Messiatíisme ou reforme absolue du savoir humain^ cuyo título indica 
lo irrealizable de su colosal empresa. 

Se ve pues que Wronski hizo una grandiosa síntesis de la Ma- 
temática, expresando las relaciones generales de los conceptos que 
constituyen su organismo; pero la Matemática no puede contenerse 
en los estrechos moldes de un sistema filosófico, que puede dar 
en cada época de evolución de aquélla, una síntesis razonada, se- 
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Y.tv'íCHv LX>r efecto de las deficiencias de núes- 
, . . .>^- Chu -u verdad. 

, .. v:.v. uv*> 'íkkIos de exposición: histórico y dogmi- 
.^ . ^.•. v: .Mv:>enta el sistema de las ideas, tal como 
.N^ •* . ,vi" un solo espíritu, que, colocado desde un 
^. • .^fiicíKe» y provisto de suficientes conocimien- 
, \,^vi ¿i ciencia en su conjunto (Cou7's., t. I, p. 6i). 
.^ . ..^ .*i.Mcable á una ciencia que ha llegado á un alto 
^^^•N.*i\i.t>iento. Y lo conveniente es llegará cierta- 
SI '%cc»^ viogmático con el orden histórico; siendo 
,v* -'• uiNÍainontal del método dogmático, el dejar en la 
. ,^ »íK^ se han ido formando los diversos conoci- 
^ .... v.v ^ .u\ade Augusto Comte: «Creo que no se co- 
,s.. -.stKC una ciencia, cuando no se conoce su historia». 
^. .vvv^í^ NHÜdadosamente la historia real de las ciencias 
^ . V ws'' N^*> ^"^^i clasificación son en número de seis. 
V, Nx- * *^ \U^Mnática, designándola en singular, siguiendo 
^,.sNH. N*- t i.\lioar el espíritu de unidad, según el cual con- 
.^x.v^.*. xoíUvKs que la define como la ciencia cuyo objeto es 
, ,.^ . .>.\ mt\fMÍtNdes, entendiendo por medida no la directa, 
^x-xA 0*»^ v^ xv^perposición ú otro procedimiento análogo, sino 
., ^^ >,\\sxvx5vM\lc en determinar tas magnitudes mutuamente^ 
^ , .V . .í» »>»>.n'^' existentes etitre ellas; hace consistir el espíritu 
^, ,x.,.s\^ x^*' ^>u'ar ligadas entre sí todas las cantidades que 
vN\> \s^vv\s<: Uí^ lonómeno cualquiera, con el objeto de deducir 
xx^* vV <^^ \^U\\s» y admite que toda ciencia consiste en la 
vsxx; x^N^A^ \V '\V< hechos, deduciéndose del menor número posi- 
v^ . V s x,AV\ -^.vAKsiiíUos, el mayor número posible de resultados. 
■ \ Ñ* n\nvMum\ matemática se descompone en dos partes esen- 
..x':>\iA"' x>v\;u\tí\s: l.i\ parte concreta, consistente en la determina- 
,,\ ,.v xix ivUvM\M\es que existen entre las cantidades conocidas y 
.V X v\vv\v>>sn\irts, y la parte abstracta, que se reduce á una pura 
vCx^x.xW xW nun>eix>s, á obtener la ecuación que liga las cantidades 
. v\us^\Mx Onm\ las desconocidas. 

■- .^ xMMn^ 0\Micrüta se halla fundada en la consideración del 
•K KKv ^^\UM'u^r; la abstracta solo puede consistir en una serie de 
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considerar la extensión, no en los cuerpos, sino en un medio inde- 
finido que los contiene, noción sugerida, cuando pensamos en la 
huella que dejaría un cuerpo en un fluido, donde estu\iera coloca- 
do; y, en vez de considerar la extensión en los cuerpos, podemos 
concebirla en el espacio, y así la inteligencia examinará fácilmente 
todas las formas imaginables. Las superficies y las lineas se conci- 
ben realmente con las tres dimensiones, una línea, por ejemplo, 
como un hilo indefinidamente adelgazado. La noción de medida no 
es exactamente igual para las superficies y los volúmenes. El ob- 
jeto general de la Geometría, respecto á ambos, es reducir todas la^ 
comparaciones á comparaciones de líneas. Y todos los medios in^ 
mediatos para obtener cur\as diversas, no tienen importancia, desd^ 
que Descartes, con la geometría llamada por Comte racional, ad^ 
quiríó su carácter definitivo. 

Las investigaciones relativas á la medida de la extensión con^ 
sisten esencialmente en el estudio de las diversas propiedades de 
cada línea ó superficie. 

El trabajo de los filosofáis y sus sistemas irradian alguna vez 
luz aprovechable; pero estos sistemas pasan dejando alguna ráfaga, 
para perder luego, por una constante instabilidad, su influencia 
avasalladora, en una época más ó menos dilatada. 

Hoy parece que el antagonismo entre filósofos y matemáticos 
ha cesiido. V tamo unos como ios otros tienden á armonizar sus 
puntos de vista diferentes. 

La RtX'iu lü Phi'?soí'k:¿ publica trabajos de los más insignes 
matemáticos. V éstos tu\ieron brillante y nutrida representación 
en el Ctyngn's iníentatij'nal de Phi'osophh' de Piíris I900\ donde 
se trató de la historia, de ¡a lo^ca ai^rorítmica, de las definiciones 
matemáticas, de ios métodos lógicos para definir el número entero, 
de la Geometría zorrio sistema puramente ¡ogico, de la clasificación 
de las ciencias, de la comparabilidad de !os espacios, en lo que 
intervinieron ios matemáticos Moritz Cantor, Oünther, Schroeder, 
Poretskv, Peano. Burali-Forti v otn>s varios, va citados en esta 
reseña de evolución matemática, de que dio cuenta M, Couiurat en 
L 'Enseigtument matkématlqme \ i OOO, ps. 507 -410, 

Varios ñl»>5ofos hov comribuven eficazmente oí esclarecimiento 
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de algunos conceptos y á señalar lagunas en la región de los 
conocimientos matemáticos, tendiendo á perfeccionamientos ulte- 
riores sobre lo ya constituido. Así como los matemáticos, según 
se ha visto por lo arriba indicado y por obras que actualmente 
se publican también, entran en los dominios de la filosofía, enten- 
diéndose por filosofía matemática, cierta expansión de esta cien- 
cia hacia los principios subjetivos; pues en cuanto al orden ob- 
jetivo, la Matemática, como toda ciencia, es una filosofía especial, 
no siendo menos filósofo Weierstrass al crear la teoría de las fun- 
ciones analíticas, ó Cantor, al crear la teoría de los conjuntos, que 
Comte ó Wronski al sujetar la Matemática dentro del molde de un 
sistema filosófico, ó que Descartes y Leibnitz al asimilar y fundir 
una región con la otra, de las que circunscriben cada una de estas 
dos tendencias del espíritu humano. 

M. Liard, con sus obras Des définitions géométriques et des défi^ 
nitiotts empiriques (1888) y Les logiciens anglais contemporains 
(1878), ha hecho servicios importantes á la Matemática, así como 
MM. Dunan, Guyau, Milhaud y otros por sus obras publicadas en 
la Bibliotheque de Philosophie contemporaine, M. Couturat con sus 
obras L'Infni y la Logique de Leibnitz^ y el doctor en filosofía Herr 
Kurt Geissler con su obra Die Gründsdtze und das Wessen des 
Unendlicken in der Math, und PkiL (1902), han aportado también 
su contribución á este movimiento filosófico-matemático. 

Las definiciones, los axiomas, las formas del razonamiento, etc., 
han sido ampliamente discutidos como base de una exposición ri- 
gurosa de los modernos descubrimientos ó nuevos puntos de vista 
de la Matemática actual. 

Toda ciencia es filosofía. Pero ciñéndonos á considerar como 
tal, lo que se refiere á los principios generales, métodos y la coor- 
dinación de ideas, debemos admitir entre los matemáticos filó- 
sofos, aquéllos que han contribuido á este desarrollo de carácter 
formal, y que se refieren á las relaciones subjetivo-objetivas, ó á 
conceptos trascendentes, tales como lo imaginario, lo infinito, etc. 



22 LIBRO I.° CAPÍTULO 1. § 3.' 



§ 3.** Exposición histórica de la evolución 

matemático-filosófica 

Geometría. También á principios del siglo xix se efectúa una 
evolución matemático-filosófica expresada en las obras de Carnet, 
Poncelet, Cournot, etc., ó si se quiere, de crítica matemática. 

Carnot, con su obra, De la correlation des figures de Géométrie 
(i 801), pretendió llegar á cierta unidad, concibiendo sistemas geo- 
métricos, continua ó indefinidamente variables ó deformables. 

Cuando las propiedades de un sistema cualquiera se hallan ex- 
presadas por ecuaciones ó fórmulas tales, que todas las operacio- 
nes indicadas con los signos pueden efectuarse realmente, las fór- 
mulas son aplicables inmediatamente y son fórmulas explícitas; y, 
cuando no son inmediatamente aplicables, son implícitas. 

Tomarido un sistema como término de comparación, que será 
el sistema primitivo^ otro que se refiera á éste, será un sistema 
transformado. 

La diferencia de dos cantidades del sistema transformado, se 
dirá que está en sentido directo, cuando, comparándolas á sus co- 
rrespondientes en el sistema primitivo, la mayor en el uno corres- 
ponde á la mayor en el otro; y estarán en sentido inverso, cuando 
suceda lo contrario. Habrá pues cantidades en orden directo y en 
orden inverso. 

Dos sistemas serán correlativos, cuando se puedan referir á un 
mismo sistema primitivo, es decir, los que puedan considerarse 
como diversos estados de un mismo sistema variable, que se trans- 
forma por grados insensibles. Las cantidades que se corresponden 
en dos sistemas correlativos se llaman cantidades correlativas; y 
según lo anterior habrá correlación directa y correlación indirecta. 

De estos principios resulta la siguiente regla: 

«Para hacer las fórmulas de un sistema cualquiera, inmediata- 
mente aplicables á otro sistema que le sea correlativo, es necesario: 
I .® Establecer la correlación de los valores absolutos, sustituyendo, 
en cada una de las que pertenecen al sistema primitivo, tomando 
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Amplificando la idea de (\imot, aplicti el principio de continui 
dad ó de permanencia de las relaciones matemáticas^ sucesivamente |- 
á la Geometriti analítica y á la métrica. 

La Geometría analítica se apoya en las dos hipótesis de que la 
continuidad subsiste en las relaciones primitivas de un sistema, en 
las leyes generales que lo definen y en los resultados de las com- 
binaciones y operaciones del Algebra. 

Cada una de las ecuaciones que definen las líneas, no es más 
que la expresión algebraica de una propiedad geométrica pertene- 
ciente á los puntos individuales de aquéllas; y puesto que esta pro- 
piedad se obtiene de las nociones de la Geometría pura, y su ex- 
tensión tiene su razón de ser en un hecho, no puede resultar de 
ningún principio extraño á la Geometría; y la regla de los signos, 
resulta de este hecho puramente geométrico. Lo mismo sucede, en 
cuanto á la admisión de las imaginarias. Puesto que, en las figuras 
consideradas, la cosa representada pierde su existencia, precisa- 
mente en los mismos límites en que la expresión algebraica co- 
rrespondiente se hace imaginaria, es posible y se puede permitir el 
adoptar siempre, esta expresión como la definición rigurosa y la 
expresión exacta de dicho objeto. 

El suponer que las letras representativas de las cantidades ten- 
gan toda la indeterminación posible, contribuirá á que se confundan, 
sin intención expresa, las operaciones sobre magnitudes indetermi- 
nadas ó implícitas con las absolutas^ como por ejemplo « — ^i 
Va — - 6, etc, ya sea a mayor ó menor que b\ y entonces se aban- 
donará el razonamiento explícito ordinario^ considerándose dichas 
expresiones como si representaran magnitudes numéricas absolutas. 

Observa Poncelet que, si VMeta y otros geómetras llegaron á 
ciertos seres de razón que contrariaban al entendimiento, esto de- 
pendía de haber representado las magnitudes limitadas y finitas 
por caracteres extraños á estas magnitudes, y aparecen con una 
indeterminación, que no tienen realmente, obligando á razonar de 
una manera implícita^ sobre las combinaciones abstractas del cálcu- 
lo, sin permitir la naturaleza de las expresiones algebraicas, resul- 
tado de estas combinaciones. 

Respecto á la Geometría que llama Poncelet, racional, observa 
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infinitameftte pequeños, cuya existencia, considera Poncelet como 
puramente hipotética. Cuando se aproximan continuamente dos 
puntos, hasta llegar á confundirse, para que conserve su distancia 
una existencia, por lo menos ideal, se dice que se hallan á una dis- 
tancia menor que toda distancia dada y la recta que los contiene es 
un elemento infinitamente pequeño, y si dichos puntos después de 
haberse aproximado indefinidamente han perdido simultáneamente 
su existencia geométrica, para conservarles, siquiera una existencia 
ideal, se dirá que se han hecho simultáneamente imaginarios, 

Poncelet, en sus Applications d'Analyse et de Géométrie, apli' 
ca las anteriores consideraciones á su teoría de las cónicas svX' 
plementarias, como lo hizo en su Traite des propriétés projectiv^^ 
desfigures. 

Independientemente del sistema de Comte, y solo en cuanto ^ 
la Geometría se refiere, y en conformidad con el mismo, aparéele -^^ 
ron las Geometría de Lobatschewsky y de Bolyai, que parten de 1^ 
consideración objetiva del espacio, y aun Gauss participaba de est^- 
opinión, en una carta escrita á Bessel en la que decía: «Debemos 
asentir á que si el número es producto de nuestro espíritu, el espa- 
cio es real, fuera de nosotros, y no podemos darle las leyes a priorir, 
y en otra carta dirigida á Olbers (1817), dice: «Puede ser que en 
la vida futura comprendamos lo que nos es imposible el compren- 
der hoy, la naturaleza del espacio. Hasta entonces, debemos com- 
parar la Geometría á la Mecánica y no á la Aritmética» (*). 

La evolución iniciada en la Geometría por Lobatschewsky y 
Bolyai es favorable al sistema de Comte y entra en el orden de 
ideas al mismo, pues implica la idea de un espacio objetivo con 
cualidades propias, independientes de nosotros, entre las que la 
más importante es la curvatura. Ya Gauss, en su tratado de la cur- 
vatura de las superficies había establecido la noción de coeficiente 
de curvatura. En la Geometría de Lobatschewsky resulta la super- 
ficie limite ú horisfera^ de la rotación de una curva-límite, alrededor 
de sus ejes, lo que conduce á una trigonometría análoga á la tri- 
gonometría esférica de la Geometría ordinaria, originándose el con- 



(*) A. Vassilief, Les idees d'Augusi Comte sur la philosophie des Math. (Enseig. math.) 
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Refiriéndose á la conclusión de d'Alembert, que ve en la riqueza 
del Álgebra, debida á su generalidad, un inconveniente, por dar 
una ecuación más raíces de las que son necesarias en una cuestión 
propuesta, Poinsot no ve en dicha generalidad, ni una riqueza ni 
un inconveniente, pues constituye el carácter de una ciencia exacta 
y perfecta, no dando el Algebra más que lo que nos habría dado un 
razonamiento perfecto. 

Si el enunciado del problema es perfecto, observa Poinsot, que 
es tan solo la ecuación, la que lo traduce en Álgebra. Así pues, el 
Álgebra da tan solamente lo que se le pide. Pero con frecuencia, 
nuestros enunciados son imperfectos, pues á veces nuestra inteli- 
gencia mezcla algunas condiciones inútiles y aun contradictorias, 
restricciones que no pueden escribirse en Álgebra; y esto es mo- 
tivo para que se le pueda atribuir demasiada generalidad. La mul- 
tiplicidad de las raíces, por otra parte, nos advierte que es nece- 
sario extender el primer enunciado, para multiplicar los diversos 
sentidos. El Álgebra solo expresa relaciones que determinan^ sin 
tener signos para las condiciones vagas. 

Además del Álgebra ordinaria, que es una Aritmética universal, 
observa Poinsot que existe un Álgebra superior, fundada completa- 
mente en la teoría del orden y de las combinaciones; que se trata 
de la naturaleza y composición de las fórmulas consideradas como 
puros símbolos sin idea de valor ó cantidad, y el objeto de su obra 
es, al tratar de las proposiciones generales de la teoría de los nú- 
meros, pasar de las ecuaciones ordinarias á las indeterminadas. 
Todas las ecuaciones de la forma 

que admiten m raíces son, prescindiendo de múltiplos del módulo 
/, divisores de la ecuación binomia .rP — ^ — i = M (/). 

En las demostraciones de los teoremas, Poinsot emplea prefe- 
rentemente consideraciones de orden y de combinación, lo que le 
lleva á la disposición en irradiaciones de las raíces, que relaciona 
con los polígonos ordinanos y estrellados, especialmente, en el es- 
tudio de las ecuaciones binomias, extendiéndose en desarrollos 
acerca de las raíces primitivas. 
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Una importantísima evolución en la teoría de los infinitos, de 
gran transcendencia y aplicación en la moderna teoría de las fun- 
ciones, se debe á Herr. Cantor, creador de la doctrina de los 
conjuntos. Entre otros trabajos, además de sus Beitrag z, Mannig- 
faltigkeitslehre, citaremos sus Grundlagen e, allg, Mannigfaltig- 
keitslehre^ Zur Lehre vom Transfiniten^ que contienen los conceptos 
fundamentales de esta singular teoría. 

Además, citaremos la obra Die allgemeine Functionen-Theorie, 
TI. I, Metaphysik (1882), de Du Bois-Reymond que bajo la forma 
de un diálogo entre el empirista y el idealista, discute ampliamente 
la cuestión del infinito desde sus dos puntos de vista opuestos; y 
llega á su teoría de las pantaquias y apantaquias, análogas á las de 
los conjuntos de Cantor. 

Los descubrimientos que F'ourier promovió con su célebre serie, 
fueron la base de todos los trabajos concernientes á las disconti- 
nuidades, que unidos á los resultados de Cauchy y Riemann en la 
teoría de las funciones y á los de Abel y Weierstrass acerca de las 
series, han hecho entrar el Análisis en su nueva fase, en la que el 
estudio de los infinitamente pequeños ha aquilatado su rigor, lle- 
gándose, á rectificar y demostrar, lo que solo por una especie de 
adivinación del genio, pudieron obtener los grandes analistas, que 
precedieron á los del siglo xix. 

Además de Dirichlet, Du Bois-Reymond y Neumann á quienes 
se deben importantes descubrimientos sobre las integrales definidas, 
más recientemente los Sres. Darboux y Dini, han aportado funda- 
mentales descubrimientos en esta rama que constituye la filosojia 
del infinito. 

Finalmente, Herr Klein en su Awendung d diff. u int, auf. 
Geom,^ hace una importante revisión de los principios, desde los 
más recientes puntos de vista. 
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CAPITULO II 



lia síntesis filosófieoNmatemátíea 



§ l.° Consideraciones generales 

Filosofía. Combinatoria. Clasificaciones de los conceptos. 
Lo más alto que hallamos en la Ciencia es la inteligencia, origen y 
fuente del pensamiento humano. 

Pero este origen, siendo uno, ofrece inmensa variedad por sus 
aspectos. Al contemplarse el hombre por una mirada refleja, el 
resultado no es siempre el mismo, cuando analiza este fondo, en el 
que se desarrolla el pensamiento. Y esta diferencia ha sido el origen 
de los diversos sistemas filosóficos. Lo mismo ha sucedido al con- 
templar al mundo externo, por una mirada directa. La distancia que 
nos separa del mundo externo, se salva por un intermediario. Á su 
vez el mundo externo ofrece una gran complejidad, que solo nos 
permite estudiarlo por sus apariencias ó fenómenos que se nos pre- 
sentan, sobre lo que cada cosa es en sí. Este segundo objeto que 
obtenemos, partiendo de nosotros, aumenta considerablemente las 
dificultades que hallamos para conocer. Y el estudio de todo es el 
objeto de la Metafísica, ó en general, la Filosofía. 

La Matemática es un dominio muy reducido, dentro del campo 
universal de la Filosofía. Y solo su origen, que podemos llamar sus 
fronteras, se encuentra con esta ciencia, de la que todas dependení 
pero que se ramifican y marchan independientemente, después de 
haber tomado de aquélla sus principios fundamentales, en el grado 
que ha necesitado cada una, en particular. 

Limitándonos á la Matemática, bastará decir que, cada vez se 
ha ido separando más de su tronco, para crearse una filosofía 
interna. 

Los filósofos más insignes, desde Platón y Aristóteles, han de- 

3 
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jado huellas de su influencia en esta ciencia, la más ideal; que se 
ha presentado siempre como el modelo de las ciencias; pudiéndose 
concluir que hoy la influencia es meramente externa, reduciéndose 
á la dirección de la inteligencia, á la parte lógica, que contribuye á 
ordenar las ideas, á encadenarlas y á dirigir los razonamientos. Y 
en cuanto á las ramas de la Matemática de carácter concreto, tales 
como la Geometría, la Mecánica, la Astronomía y la Física, éstas 
parten de la experiencia, y en ella fundan los principios de sus va- 
rias teorías, cuya rectiíicación ó afianzamiento dependen de esta 
misma experiencia. 

La Matemática, en esta región, se limita á traducir los hechos 
ó las relaciones del mundo material en fórmulas; y cuando se ha 
efectuado esta traducción, los conocimientos empíricos se convier- 
ten en científicos. 

La parte utilizable de la F'ilosofía en la Matemática, puede muy 
bien concentrarse en la Pedagogía matemática^ cuyo fin será la di- 
rección de la inteligencia y el perfeccionamiento de los métodos, 
que dependen de la Critica, parte de la Lógica, que rige la validez 
y sistematización de los conocimientos. 

Esta rama ofrece un medio de comunicación de la Matemática 
con la Filosofía, pues uno de los fines de la Crítica es el estudio de 
los postulados y principios fundamentales que, como se dijo, se 
hallan en las fronteras de aquélla, dependiendo todo lo demás de la 
deducción, por medio de los silogismos matemáticos ó de identidad, 
que solo pueden asimilarse á los silogismos lógicos, en el caso de 
cuantificarse los atributos ó las cualidades, como especialmente 
ocurre en la nueva rama, llamada Lógica matemática. 

En el estudio sintético de la Matemática, ocupa el lugar predo- 
minante la Combinatoria, 

M. Couturat, con la publicación de su obra La Logique de Leilh 
niz (i 90 i), según varios manuscritos inéditos, y por consiguiente 
ignorados, respecto á los pensamientos de este ilustre filósofo, nos 
ha presentado todo un sistema de Lógica matemática. 

La combinatoria es el fundamental concepto al que se subordi- 
nan todos los demás, es en la inteligencia, como en la Geometría el 
movimiento, el elemento generador. 
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«La combinatoria y la lógica reunidas constituyen la ciencií 
las formas, mediante las cuales hay que entender, no solo las 
muías matemáticas, sino las leyes generales del espíritu (P 
VIII, 56)* (*). 

En resumen, Leibnitz consideraba su Lógica como una M< 
mática del pensamiento. 

A estas ideas de Leibnitz se refiere el desarrollo del Algebra 
la Lógica desde Boole y Jevons, hasta Schroeder, con las ramif 
ciones que ofrecen las doctrinas de Grassmann, Weierstrass y 
dekind, ya expuestas en las Modernas generalizaciones del Alg 
y en Estudios de Crítica, etc. 

Y finalmente se ha notado una tendencia muy marcada á n 
lizar el pensamiento de Leibnitz, por la escuela italiana, cuyos 
bajos se han publicado en el Formulario matemático y la Riz 
di matcmatiche del Sr. Peano, con el fin de abreviar la exposi* 
de la Matemática, mediante un sistema especial de símbolos 
constituyen un lenguaje puramente matemático. 

Realmente, la Matemática ha tenido siempre el carácter de 
un lenguaje abreviado, las fórmulas son condensaciones de mu( 
ideas, cuya expresión por el lenguaje ordinario, resultaría mol 
y hasta oscura. El matemático esquematiza continuamente. 

El fin de los adeptos del Algebra de la Lógica es el llega 
último grado de esquematización, impuesto por el considerable 
mero de verdades que constituyen la Matemática actual. 

De esta influencia de los conceptos generales en las dive 
teorías ya traté en mi Discurso inaugural: Carácter y trascende 
de la: Matemática en la época presente (1895^ 

Y ahora solo indicaré que las diversas teorías pueden cía 
j carse, con arreglo á los mismos; lo que puede contribuir, segúi 
\ hemos visto en varias ocasiones, á un nuevo orden de clasifica 
^ de las diversas ramas de la Matemática. 

¿ En efecto, en virtud de estos conceptos generales, hoy se 1 

? difícil una exposición satisfactoria del contenido de la Materna 

La Aritmética, el Algebra, las diversas Geometrías y Tec 



- 1 



(*) Coutural, La Logique de Leibniz^ p. 299. 
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inenie. Pitees jjt xz^oee^ st ntUEr. e"!" e rredi: -^Jt te? ^rnitai;. 
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manió ir: Ci^npjsí:. rr±íruifLv r^yas pijtes r»: pjioe': sáosTSK^^ 
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ser ia Cienng- ssmcííjttis:^!^ it — iíí- iOfcuKñi. títí efCz :^*.. c:.¡ü. 
es la \iaTrrT\fiTi.":F 

tegorias q",a*. pyr ¿:rnn£r i;»á£¿ nis relEur»:oe5w. benir cue :»f:^ce?Síí 

después ¡a d£l£rm2xjL:¿.rx ie ^.i¿ ±ir-r¿5 y '.¿s .v*-5rJní.^¿/>tjr ¿^ jtoAí 

coexistencia. 
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ó índices áe re&>luji:*r. ¿e rrióien-^íSu p;*r un= sene inoecrniii oe 
siistituc>i>nes de ondici-^nes equrr^enies * , 

Poseyendo ei ane de omp-ioer rrcolemas dnde£r.:dirríer.re, 
puede bas^a üegaise ¿ h¿rer nMcánícj er_ rienr^s l:'n:re?L cje p."^ 
dían extenderse ÍTideñnidansente. el ¿rre de res.:''.rer rr^b'^en-^is c'oe 
en geneiBi ¿^^psrját ¿e un zréd:- ie te^z-rií £ 1¿l cu¿I nuncA sse l^eci , 
sin Uegar a] ex ees > '->g:- j. £ que "-le^ró 1« n:¿qu:ni pensante de 
Raymundo-Luiio, ó á 1í :¿ju:n:e:ría- de que ina::^ M. Poincare ** : 
pues a mucho puede ía,ZL.:zarse. 'a exp-35:rl-^n de 'a c:en:ia en esu^ 
catalogación de l¿is :ie¿¿. sien:rre queda al genio o al lAienio un 
campo indeñnido de fnvesr'ga^lones. Lo que resulta es que -os des- 
cubrimientos del eenio ó del talento, desrues de haberle vulcarl- 
zado, son aptos vara, la catalogación. Lo que al principia fue una 
idea feliz^ más tarde encuentra su lugar namra" en las nial las de 






(*> Anoque en otro sentido más practico. pued«i citarse las I^Uf^^zJ 't»t .'»itr Summ- 
¡u»g van Iniegrmlforwt^u de Meier Hirsch ISIO , t Sí %rtl't* TcKVí i /«if c-^r.Ví ¿f €««* de 
Bierens de Haan (1867.1. que contienen fs^SüS integrales. £1 /omi&.'jnV- del Sr PeAne, 
tiene esüi tendencia de clasificación, basada en un análisis iógico de lis proposicione> 
y su expresión esquemática 

(**) Les défimitioMg em wtaikematiqmu (L'Etuei^m wtmik.. 1904. p. 
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razonamiento lógico, que encasilla las proposiciones y las verdades. 

L'na clasificación de sustituciones permitirá á la inteligencia re- 
correr series indefinidas de problemas. 

Las entidades, en el dominio geométrico, son: segmentos, án- 
gulos, radios, tangentes, normales, relaciones de segmentos, etc. 

Los medios de que se disponen son: la identificación ó super- 
posición procedimiento el más fundamental!, la perspectiva, la 
proyección, el empleo de las relaciones ó de las formas armónicas 
ó ananiiónicas, los movimientos de rotación, traslación, la creación 
de sistemas de coordenadas ^cartesiano, polar, vectorial de diver- 
sas clases . V en cuanto á la naturaleza de las cuestiones, la gene- 
ralización que conduce á los lugares geométricos^, la particular' 
zación, la inversión, etc. 

En Análisis, las entidades ofrecen una variedad también indefi' 
nida. Tenemos individualidades, como números de diferentes cl^' 
ses, enteros, racionales, algebraicos, trascendentes, límites, seri^^ 
ecuaciones. En cuanto á estas, pueden ofrecer variedad, según 1^ 
acepciones: asi, pueden ser de congruencia, si se buscan soluciona* 
entenis. o de equiviilencia, ó pueden representar relaciones hom(7' 
graneas^ etc. Los sistemas pueden sen dominios, conjuntos, simbo ' 
los abstractos, etc. Además, el fin puede consistir en calcular 
transformar, reducir, simplificar, coordinar, etc. Los pitxredimiento^ 
an;iIinco. sintético, cev^metrico, cinemático, etc. 

As:, por ejemplo, la Oev^^ietna de Poncelet es eminentemente 
paneciiva, la de Chasles es proveen va y ;uixil:iica, la de Staudt, 
denominada de ia r\>sicion, es en níolidad sintética y proyectiva, la 
de Clebsch es provectiva v anaiiñco-for:r.aI, 

Aun Icks m;snic*s :r.a:emancos sc*n, como dice M. Poincaré, ana- 
¿¡stas ó ^¿jMWtras. ío cuoi no impide que Io»s primerv>s sean analis- 
tas, aun cuando ira:an de ^.'leomeir.a. < La ::a:urale:ui de su espíritu 
los hace lo^ñcos o :n:u:ñvos>. 

Y c:ertanien:e, exisrlendc*, Cv^n ¿rron Cv^niple;:dad .os seres en la 
naturaleza, de iiTUdl modo ^ue los concenos en las ::".teiií:encias, 

^ » * ^ 

del mediv* en que ha vividvV elige de Aque^ U c\x^^.pCe:*NÍid ios de- 
meutvxs ror los que n^uescra especui rónid^ids e^^* virr^ de cierta 
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nen un lugar muy reducido en la ciencia, y solo se presentan como 
casos particulares. 

Los geómetras de los siglos xvn y xviii no podían concebir re- 
presentada geométricamente una función, más que por un trazo 
continuo. Hace medio siglo se admitía que toda curva tiene una 
tangente. Herr Klein ha obtenido curvas sin tangentes. «Si Newton 
y Leibnitz, dice M. Picard, hubieran pensado que las funciones 
continuas no tienen necesariamente una derivada, lo que constituye 
su carácter general, no habría aparecido el cálculo diferencial; y 
análogamente, las ideas inexactas de Lagrange sobre la posibilidad 
de los desarrollos en series de Taylor, han sido sumamente útiles» 
(Sur le dévéloppement de VAnalyse^ 1900). 

Herr Klein en The Evanston Colloquium (1893), distingue la 
intuición sencilla (naive) de la perfeccionada (refined). La primera 
no es exacta, no siendo la segunda propiamente intuición; y me- 
diante una serie indefinida de proyecciones de un sistema de cir- 
cunferencias tangentes, obtiene que el lugar de los puntos de con- 
tacto no es una curva analítica^ constituyendo una variedad de 
puntos, por todo densa. 

Que la intuición no conduce al rigor ni á la certeza, lo establece 
M. Poincaré en su memoria Du Role de Vlntuition et de la Logique 
en Mathématiques (Compt, rendues du second Congrés, etc. 1900). 
Lo que se gana en rigor se pierde en objetividad, dicen los filósofos. 

M. Couturat, en L'InJinly lleva á un grado extremo la exposi- 
ción lógica de las teorías matemáticas, desterrando en absoluto 
la intuición. 

Esto lleva á la cuestión de las definiciones. Los objetos de la 
Matemática, en general, han sido mal definidos. Y en este punto 
han concentrado sus investigaciones los matemáticos y algunos 
filósofos modernos, como puede verse en las obras citadas de 
M. Liard, Les définitions géométriques et les définitions empiriques 
(1888), y de M. Milhaud, Essai sur les conditions et les lim. de la 
certitude logique y Le rationnel (1898). 

Además, M. Poincaré ha tratado de estas cuestiones en L'En- 
seignement matkématique {\2>gg) y sus obras recientes: Science et 
Hypothese y la Valeur de la Science^ 



/ 
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sas series de axiomas, relativos á la recta y al plano, y hacienc 
aplicaciones de las palabras punto, recta, plano, entre, tratando c< 
gran extensión de la teoría de las figuras congruentes, que fun< 
también en un sistema de axiomas. 

Ya se ha indicado la extensa labor hecha por la Escuela italiar 
acerca de este asunto. Y solo añadiremos que el criterio fúndame 
tal en este orden de ideas ha sido el llegar á constituir un siste^ 
irreducible y compatible ó no contradictorio (*). El Sr. Padoa publi^ 
Un nuevo sist, de defin. para la Geom. euclídea. (Prog. Mat, iqcj 

El ilustre profesor Herr D. Hilbert ha contribuido al progrc 
de esta parte de la ciencia, con varios trabajos tales como U^ 
Grundl. der Logik und Aritk; (**) y, sobre todo, sus exceler^ 
Grundl, der Geom, (1899), donde establece su importante clasifi-* 
ción de los axiomas en cinco grupos. 

Establecer los axiomas de la Geometría, dice M. Combebiac^ 
reducir esta ciencia á ser una aplicación de una teoría más gene 3 
é independiente de todo elemento geométrico. Esta teoría más ^ 
neral es la de los conjuntos (***). Y hace ver que, por ejemplo. 
Geometría proyectiva es una aplicación de los conjuntos de recfá 

El Análisis y la Geometría son dos fases distintas de la Mate 
mática. Cuando seguimos el primero, la idea abstracta de númer 
tiene una representación geométrica, siquiera por medio de puntos 
Esto lo vemos en la teoría de los conjuntos. 

Por el contrario: Al investigar en Geometría, pronto nos vemo 
en la necesidad de establecer una correspondencia numérica, qu 
facilite las relaciones y que las multiplique indefinidamente. Au 
en la Geometría de la posición, la serie de puntos que dan las foi 
mas armónicas, lleva á la teoría de los conjuntos. 

Esto conduce á un nuevo modo de exposición de la Materna 
tica. Las ramas de esta ciencia no avanzan en un aislamiento, ce 
rrespondiente á sus denominaciones clásicas. Se entrelazan y fur 



(*) El profesor Sr. A. Padoa publicó un interesante trabajo, titulado Un nouvt^ 
ítyétéme irreductible de postuláis pour I' Algebre (Comp. rend du deuxieme une Congrés init 
national des mathématiciens, 1902), cuyo extracto se publicó en el Progreso matemático. 

(**) Véase también VEnseig. mathématiquey 1905, p. 89. 

(*♦♦; Les axiomes déla Géométrie (L'Enseig. math , 1905, p. 89). 
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Pero la Aritmética debe conservar su lugar primero, no solo 
por exigencias pedagógicas; porque es como la Gramática de la 
lengua algorítmica, donde se hallan los prímeros términos de ex- 
presión de sus elementos fundamentales. 

El Álgebra es, en rigor, el primer tratado de la Algoritmia. Po- 
demos decir, con Wronski, que el Álgebra es la ciencia de las leyes 
de los números y la Aritmética la ciencia de los hechos, lo que co- 
rresponde á sus dos grandes divisiones de Algoritmia y Tecnia, 
que se refieren á la naturaleza y á la medida de las cantidades, 
dependientes de la especulación y la acción, lo que es, lo que es ne- 
cesario hacer. 

Además, el Álgebra ordinaria es una rama de infinidad de Ál- 
gebras, formadas por leyes combinatorias, impuestas a priori, que 
pueden tener, en las aplicaciones, sus geometrías correspondientes, 
como por ejemplo, los cuaternios. 

El Algebra es la Algoritmia de las cantidades finitas. Com- 
prende dos partes: El cálculo directo, que procede por combinacio- 
nes cualquiera de los algoritmos fundamentales; el cálculo inverso 
ó teoría de ecuaciones. El primero es el cálculo de las funciones 
explícitas, y el segundo el de las implícitas, cuyas dificultades son 
inmensamente mayores que las del primero. 

Este cálculo se efectúa de dos maneras, que constituyen la re- 
solución numérica y la resolución algebraica. La primera es una 
Aritmética, con su carácter constructivo, fundada en algunas pro- 
piedades de las funciones continuas, que constituyen un capítulo 
del Álgebra, debido á las investigaciones que principian en Descar- 
tes y terminan con los resultados debidos á Sturm, Cauchy y 
Sylvester. 

La resolución algebraica está subordinada á la teoría combina- 
toria de los grupos y tiende hoy á fundirse parcialmente, en sus 
últimas ramificaciones, con la teoría de los números ó Aritmología. 

La teoría de los grupos discontinuos, entre otras aplicaciones, 
tiene la resolución algebraica de las ecuaciones. 

Herr Klein ha obtenido importantes resultados para la resolu- 
ción de la ecuación de quinto grado en su obra, Das Ikosaeder 
Gruppen, 
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que son los números ideales ó los ideales, que entran en el sistema 
llamado cuerpo finito de números, por lo que el concepto de grupo 
domina también la teoría de los números. 

No ya los números, sino las funciones algebraicas se someten 
á las ecuaciones de congruencia, constituyendo la teoría de ¡as 
congruencias de funciones, que da origen al estudio del campo ó 
cuerpo de Galois. 

Kummer, Dedekind v Kronecker llevan la teoría de los números 
á los sistemas de funciones dependientes de n parámetros, expresa- 
dos por las ecuaciones de congruencia. Así, dice Herr Hensel, que 
Kronecker extendió el concepto y aplicaciones de la teoría de ios 
números á la investigación de las funciones de cierto número de 
variables, y Dedekind estableció, para los números algebraicos, lo 
que Gauss había consignado para los número racionales. 

Funciones de variables reales. Esta teoría ofrece dos des- 
arrollos: El clásico y el moderno. El clásico se limitaba al estudio de 
las funciones continuas, exclusivamente. La integración de funcio- 
nes es como el cálculo explícito; la integración de las ecuaciones 
diferenciales corresponde á la resolución de las ecuaciones alge- 
braicas, problema resuelto, desde Newton hasta Jacobi, con la fi- 
nalidad de obtener una expresión analítica de la función, cuya 
diferencial ó cuyas diferenciales se dan en la ecuación ó ecuaciones 
propuestas. Pero Riemann señaló nuevos rumbos al establecer en 
nueva forma el concepto de integral. 

La teoría de las funciones de variables reales sufre una evolu- 
ción en la teoría analítica del calor de Fourier y la memoria de 
Riemann sobre las series trigonométricas. El estudio de las discon- 
tinuidades tiene capital importancia. 

Los trabajos de M. Darboux aceica de las discontinuidades 
de las funciones y del Sr. Dini sobre las funciones de variables 
reales y de la serie de Fourier han comenzado un importante des- 
arrollo de la teoría, á que contribuyeron también Hankel y Du Bois 
Reymond, representando las funciones por integrales definidas. 

Hoy, tomando por base los conjuntos del Sr. Cantor, los seño- 
res Poincaré, Borel, Hadamard, Baire, Le Besgue, Lindel5f, etc., 
continúan esta evolución, que entra en la Teoría de las funciones 
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El medio hoy empleado para la representación de las funciones 
es la superficie de Riemann; y, en general, el Analysis situs, con el 
extenso dominio de las variedades, da el fondo sobre que se cons- 
tituyen las funciones, de un orden superior al reducido plano de 
Cauchy ó á la superficie de n hojas de Riemann. 

En este orden de ideas, el problema de la integración ha cam- 
biado de carácter. Ya Clebsch en sus Vorlesungen ü Geomelrie, dio 
una integración geométiica de las ecuaciones diferenciales. 

En la actualidad, á la integración clásica de las integrales se ha 
sustituido la integración analítica, fundada en el cálculo de las se- 
ries enteras, en que obtuvo importantes resultados Fuchs, princi- 
palmente, y que se hallan desarrollados en las obras Konisberger, 
Painlevé, F'orsyth, Schlessinger y otros. 



§ 3.® Síntesis geométrica 

Geometría elemental. Esta puede conservar su calificativo, 
porque se funda en la identificación ó superposición; pero se podría 
llamar natural, porque no dispone de ningún otro artificio. 

Podemos concebir todas las figuras de la Geometría elemental 
por deformaciones sucesivas. Partiendo de un solo triángulo, se 
pueden, deformándolo, enunciar multitud de teoremas. El postu- 
lado de Euclides equivale á admitir la traslación de una recta; la 
suma angular será la misma que la de su paralela; y el teorema de 
la suma angular de un triángulo quedará establecido; y, por consi- 
guiente, todos los teoremas relativos á ángulos entre paralelas, in- 
cluido el postulado de Euclides que es una variante del teorema de 
la suma angular; y al mismo tiempo quedarán establecidas todas 
las proposiciones relativas á los triángulos homotéticos, extensivas, 
por un giro, á los semejantes y, también, las relaciones fundamen- 
tales de la Trigonometría, establecidas, lo mismo por semejanza 
que por proyecciones, ya que una proyección equivale á un cateto. 

Se ve como dice M. Poincaré, que la Geometría es el estudio 
de un grupo. 

Estas consideraciones son extensivas inmediatamente al espacio. 
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Esta teoría trasciende al dominio geométrico, sirviendo para ca- 
racterizar individualmente las figuras, sus sistemas y las transfor- 
maciones de unos y otros, confirmando, con suma eficacia, esa 
compenetración del número y de la extensión que fija el doble as- 
pecto de la Matemática, correspondiente á nuestra doble naturaleza. 

d) La teoría de los grupos continuos es la exposición más am- 
plia de transformaciones matemáticas, algorítmicas ó geométricas. 

Las transformaciones lineales son tan solo una especie del 
conjunto de transformaciones tales, como las transformaciones pun- 
tuales, ó correspondencia entre un punto y otro punto, las trans- 
formaciones prolongadas, que consideran el elemento lineal, las 
transformaciones de contacto, que llevan á considerar las multiplici- 
dades de elementos] las cuales se transforman mutuamente por di- 
chas últimas transformaciones. 

La consideración de n parámetros da una gran variabilidad á 
las funciones y á las figuras, que establecen el sumo de relaciones 
algorítmico-geométricas. 

Pero otra importancia capital hay que admitir en esta superior 
rama de la Matemática: el tránsito á las cantidades finitas, por me- 
dio de los elementos infinitesimales, ó sea, la integración de las 
ecuaciones diferenciales, que resulta de la teoría de los grupos. 

El problema de la integración de una ecuación de primer orden 
se reduce á obtener cierta transformación de contacto. Y además 
Lie hace ver, cómo las transformaciones infinitesimales influyen en 
el problema de la integración. 

En esta teoría puede considerarse incluida la teoría de los co- 
nexos de Clebsch, sistemas, en los cuales, existen relacionados los 
puntos con las rectas de una figura, por la que se llega á las curvas 
integrales. Lo que constituye el método de integración geométrica 
de Clebsch. 

Compenetración de los conceptos. En cuanto á la forma, 
tenemos las leyes de inclusión (que engendra los silogismos, lógi- 
cos ó matemáticos) que subordina los conceptos entre sí, por series 
de subsunciones; y produce la red ideal, que constituye la Ciencia. 

La ley de sustitución, que en su acepción más abstracta con- 
duce á la teoría combinatoria y á la de los grupos de sustituciones. 
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distintas alturas, son principios fecundos de multitud de verda- 
des, á ellos subordinadas. 



§ 5«° Síntesis general 

Matemática es la ciencia de la cantidad. La cantidad es número 
ó extensión, discreta y continua. El número es la pluralidad y el 
orden. La extensión tiene fprma. En la forma hallamos magnitud y 
posición. La posición permite, lo mismo que la pluralidad, el acto 
combinatorio (subjetivo)^ que en particular, origina la teoría com- 
binatoria. 

Pero, en general, la facultad combinatoria es el origen de toda 
la Matemática. 

En abstracto, da primeramente origen á la Algoritmia y en se- 
gundo lugar á la Geometría y, especialmente, cada uno de estos 
dominios se extiende á la teoría de los grupos que, en la primera 
da el Álgebra, y en la segunda la Geometría numerativa, configu- 
raciones, etc. Y en correspondencia con el Álgebra, la Geometría 
es la teoría del grupo de los movimientos. 

Y solo, por conveniencia pedagógica, se hace la conocida divi- 
sión de las Geometrías; no siendo todas más que una sola ciencia, 
en sus varios grados y aspectos. 

Así, lo llamado Geometría elemental, entre las geometrías, es la 
Determinativa elemental cuantitativa. La medida es su primera apli- 
cación, ó la determinación cuantitativa (que es como la Aritmética 
en la Algoritmia) (*). 

La llamada Descriptiva es una determinación cualitativa (de 
posición y forma) ó determinación general, Y empleándose ya el 
análisis (Descartes, Chasles), ya procedimientos puramente gráficos 
(Staudt), ya el procedimiento simbólico, cuyos elementos son lo ima- 
ginario y el infinito (Monge, Carnot, Poncelet, Laguerre), tenemos 
varias formas de la Geometría elemental ó constructiva, cuya materia 
es la medida (elemento cuantitativo) y \si posición (elemento formal). 



(♦) A la Aritmética, arle de contar, corresponde la Geometría descriptiva, que es el 
arte de trazar figuras, que se subordina á la Gecmelria cinemática. 
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Y sobre ellas está la Geometría sistemática, aplicación de la 
teoría de los grupos, y que estudia las especies de grupos, proyec- "^"^ 
tivo, de rotación, traslación, de los movimientos euclídeos etc 

La Algoritmia tiene la determinación elemental: suma, multipli- 
cación, potenciación, con sus inversas, correspondiendo á la se- 
gunda la radicación y logaritmación, que originan las cantidades 
irracionales y trascendentes. 

La Aritmética trata de los Algoritmos elementales, desde el 
punto de vista práctico. Es como un tratado de resolución de pro- 
blemas ó ejecución, que lleva á la realidad del número el Tratado 
genera/ de la Algoritmia finita ó el Algebra, 

El Algebra resuelve, en su totalidad, el problema del Cálculo^ 
correspondiente á la determinación geométrica, en sus dos fases, que 
constituyen el problema directo ó generación de las cantidades, por 
medio de los algoritmos elementales, y el problema inverso, ó reso- 
ImciÓH de ecuaciones. Como la Geometría, está subordinada á 1^ 
teoría de los grupos, en la que se funda la resolubilidad de l^ 
ecuaciones. 

Los sistemas de ecuaciones no deben considerarse como fo^' 
mando sección aparte con el estudio de una sola ecuación. ^^ 
Geometría se dan varias figui-as, que determinan otras. En Algeb ^* 
lo mismo, respecto al número. 

El problema general de la Matemática se reduce á determinc^^ 
HHa k\íhT:.Lk: J varias por medio de otras tiiuias. ó establecer ( ^ 
tWx:stt'Hi::\M de elementos »ík¿\c a'r*:trar:ame^Mtt. con otros determt^ 
««I ^ví por Iv^s rrímea>s. 

La de:or:^t:nacivM\ es siemi^re ros:Me cuando no hav contradi-^ 
ckMt\ rnevi:;in:e la adjunción de nuevos elertientos imaginarios ó 
intíi>::v>s\ cuva detínicívVí v deteniv.naciv^n es ob*e:o de lossisit^mas 
Jt JScV""*^ que v^rigínan, 

IV:\> e:", vkv:^.u'':r,A. Cv^tv.v^ on *a A!cv^r:r::.u I a :n:"uenc:a de unos 
c*c:VvCr^:vxs o:': otrvvs so vio\i son::r vie van.is r^'tAnerAs. l^ni>s íluven 
o Vx^raí\ vie:er,^,^í:\^ndv\ .V. \ Arar. oNo:v>s cJa er^xs^ \m sean canti- 
vVAv^íNs ':Vvr^,>c;ScHSx VA ':ne^\Ss s;:í>eí^:c:os. etc.: v .^r".>s rertr^anecen 
*;^\ .^r,^ .".u^Sv vio > n;uo :x^;™^n ^as t^n.^c^vV^os cxcrv:s<i>:j-s por los 

Í;^A í^^".>i^:OS V CVA An>i:^,:OS vio C.AX'^rSAS <t>iN>vnO: 
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Además, podemos imponer condiciones expeciales. Por ejemplo, 
que se trate solo de números enteros; y entonces aparece la teoría 
de los números^ cuyo instrumento es la ecuación de congruencia] y 
como en Geometría las figuras, en esta rama, aparecen las clases 
de números, pudiéndose parangonar cada clase de números á una 
figura determinada. 

Así como, por ejemplo, tenemos el espacio surcado ó lleno de 
complejos, congruencias de rectas, superficies, etc., y hasta de 
complejos de círculos, etc.; los números se destacan sobre el fondo 
de los diversos dominios, en virtud de las leyes que fija la inteli- 
gencia, ya mediante algoritmos impuestos, ya mediante la simple 
correspondencia que da la función analítica. 

El caso más sencillo de estas relaciones, en los dominios de 
puntos, está dado por las secciones de Dedekind, que corresponden 
á los números irracionales, intercalados con los racionales en el 
dominio continuo, ó simplemente, el continuo. 

En general, el estudio de las funciones de variables reales tiene 
por soporte ó sustratum las varias especies de conjuntos, • constitu- 
yendo así la teoría de los conjuntos, una rama importante en la 
teoría de las funciones, que estudia sus oscilaciones, saltos, etc., 
para llegar á su clasificación. 

Tomado el plano de Cauchy ó la superficie de Riemann, se tie- 
nen nuevos dominios, en los que se desarrolla la teoría de las fun- 
ciones de variables complejas y analíticas; donde se hallan, como 
capítulos importantes, la teoría de los residuos de Cauchy y la 
prolongación analítica de Weierstrass. 

Esta rama del Análisis puede llamarse Cálculo directo de las 
junciones; su objeto es la formación de las mismas y la investiga- 
ción de sus propiedades; y corresponde á la parte de la Algoritmia, 
donde se estudia la forma de las expresiones, y además, lo esen- 
cial de la cantidad, en cada una de sus formas. Tanto en la teoría 
de las funciones de variables reales como en la de las de variables 
complejas, se trata además, de las oscilaciones y los saltos, de sus 
singularidades y en las clases superiores de su periodicidad^ simple 
y múltiple. 

Las series, los productos infinitos y las integrales definidas, son 
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las formas generales de las funciones que, en su último caso, son 
las trascendentes, comprendiendo dentro de esta extensión las fun- 
ciones enteras y racionales, los dominios más reducidos, á las 
que siguen las irracionales; pues tenemos, sobre éstas, las funcio- 
nes logarítmicas, las circulares é hiperbólicas, las euleríanas, las 
elípticas, etc. 

Pero el Algebra y la teoría de los números que estudian las 
cantidades finitas y la teoría de las funciones, ya de variables 
reales ó complejas, quedan muy reducidas ante los problemas que 
se presentan en la teoría general de las funciones; las series y los 
productos infinitos son instrumentos de su determinación; y ade- 
más de este estudio de la cantidad, existe el estudio de su genera- 
ción infinitesimaL 

Los cálculos llamados diferencial é integral corresponden á una 
primera fase del estudio de las funciones, bajo forma explícita. 

El cálculo de las diferencias finitas, directas é inversas, es el 
cálculo generador, por medio del primer algoritmo fundamental; y el 
cálculo de las factoriales da la generación, por medio de la suma y 
de la potenciación, siendo la teoría de las ecuaciones de diferencias 
el complemento, análogo al de las ecuaciones algebraicas, que per- 
mite el cálculo general de las funciones implícitas. 

Además, el cálculo de las variaciones es análogo al de la siste- 
matización geométrica. De igual manera que en ésta, una figura se 
transforma en otra y el plano ó el espacio se hallan poblados ó cu- 
biertos por infinidad de formas geométricas, los dominios numé- 
ricos ó funcionales se hallan poblados de funciones, al permitir el 
cálculo de variaciones pasar de una función á otra muy próxima, y 
variar, hasta deformarse, como las figuras geométricas; y, cierta- 
mente, auxiliándose de representaciones geornétricas, que son sus 
esquemas, ó entidades geométricas, debidas á una generación al- 
gorítmica, por efecto de la compenetración ó correlación, que tienen 
entre sí el número y la extensión; pudiendo, indiferentemente, sus- 
tituirse los puntos por números y los números por puntos. 

Y sobre este cálculo de las diferencias finitas existe el cálculo 
infinitesimal. La derivada en éste es como la unidad en Aritmética. 
Mediante las derivadas, las funciones se relacionan unas con otras. 
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ción todo el contingente importado por Riemann con él Anafysü 
situs^ y aun los recursos de la Geometría numerativa, que parten 
de las f()rmulas de Plücker. Y basta, para formarsq una idqa de tar 
inmenso desarrollo, leer Die Enlivicklung der Theor. d, Algebr 
Funct,, de los Sres. Brill y Nóther. 

Por otra parte, la teoría de las funciones analíticas se desan'olla, 
sobre los materiales que aún permanecen fijos del edificio clásico. Sus 
tres bases actuales son las singularidades, los conjuntos y los grupos 

Como la teoría de las ecuaciones diferenciales, con la que se 
asimila, constituyendo su antecedente necesario, ó su aspecto com- 
plementario, en la relación según la que se hallan la existencia ex- 
plícita ó implícita de un ser, tal como existen los simples en los 
compuestos de la Naturaleza, la teoría de las funciones analíticas 
presenta inagotables dificultades. La Ciencia ofrece siempre campe 
para la exploración; se renueva constantemente; su aspecto cam- 
bia, su esfera se dilata. Cuanto más parece estar hecha, más ests 
por hacer. 

De ello dan testimonio los muchos trabajos que se publican er 
Revistas y obras especiales. Debe consignarse especialmente k 
serie de monografías (Collection de monographies sur la théorie dei. 
fonctions) que se publican bajo los auspicios de M. Borel. 

Además, según la dirección de los descubrimientos de F'ou- 
rier, citaremos las últimas publicaciones de los Sres. Harnack, Kleir 
y Neumann, en Alemania, de Niels Nielsen, en Dinamarca y, er 
Italia, del Sr. Dini; en la dirección de Lie y F\ichs, colaboran es- 
pléndidamente Herr Klein, así como los discípulos Engel y Sche- 
ñers, de Lie, etc.; los trabajos de Brill y Nóther, las obras de Fricke 
Hilbert, Hansen y Landsberg en direcciones varias, etc. 

Stolz en su VorL ü Allgem, Aritkm,, llevó hacia la teoría de ioí 
números estos desarrollos en que se nota preferentemente la in- 
fluencia de Weierstrass, así como los profesores Hilbert, Pringsheim 
Weber, etc., en varias direcciones. 

Por último, como en las teorías anteriores, sobre el cálculo in- 
tegral, que engendra directamente, calcula y determina las propie- 
dades de las funciones, se halla el cálculo general de las ecuaciones 
diferenciales. Esta álgebra de lo infinito, que en vez de hacer 
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momento se ejerce la acción combinatoria de nuestra inteligencia 
para formar los diversos algoritmos ó sistemas geométricos. 

Pero sobre esta acción combinatoria, que forma las entidades 
matemáticas, hallamos otra, en la que predomina esencialmente el 
concepto de combinación, y que se manifiesta primeramente en las 
llamadas operaciones combinatorias. En estas podemos considerar 
dos aspectos: 

i.° Al formar los objetos matemáticos, la repetición de opera- 
ciones conduce necesariamente á resultados en que se manifiestan 
las leyes combinatorias que los rigen, y cuyas primeras manifesta- 
ciones se obtuvieron en los números poligonales, cuya apíicación 
se ve en el triángulo de Pascal y en el binomio de Newton; y luego 
se han manifestado en infinidad de fórmulas, tales como las que 
expresan los números de Euler, de Bernoulli, etc. 

Además, investigaciones especiales han conducido á resultados 
tales como la partición de los números de Euler y á las funciones 
generatrices, en cuya constitución domina el carácter combinatorio, 
el cálculo de probabilidades, primera aplicación concreta de la com- 
binatoria, que relaciona el total de las combinaciones posibles con 
las favorables. 

En concreto, con aplicación á la Geometría, hallamos el estudio 
de las posibilidades de existir ciertas relaciones ó verificarse deter- 
minados hechos, que ya se han reunido en la rama llamada Geo- 
tnetria numerativa^ y, en abstracto tenemos el cálculo simbólico ^ 
formal, que se refiere principalmente á la forma de las relaciones^ 
prescindiendo del objeto, p^r el cual se han constituido distinto^ 
sistemas de Álgebras, y que, aplicándose á la Geometría, han dado 
sistemas geométricos tales como los de los cuaternios, el tratado d^ 
la extensión de Grassmann, etc., que hoy se contienen en los sis^ 
temas vectoriales. En la teoría de las funciones, las conexiones de 
las superficies, lleva al Analysis situs, 

2.° Y finalmente, la combinatoria aplicada á las operaciones del 
espíritu, llega á la teoría del silogismo en el caso de cuantificarse el 
predicado, obteniendo la rama llamada Algebra de la lógica, que 
traduce las operaciones del pensamiento en fórmulas matemáticas. 

La acción provechosa de la Filosofía, sirve para producir una 
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ma continua y sólida, que nada puede quebrantar, pues aquéllas 
por su generalidad, se oponen á las contingencias de lo indivi- 
dual, cuya multiplicidad en su contenido conduce á lo eterna- 
mente^ discutible y difícilmente determinable. Los hiperespacios 
y los conjuntos son dominios ficticios que constituyen sistemas 
completos. 

Este alejamiento de la intuición en las definiciones y conceptos 
matemáticos, se compensa ó neutraliza, sin embargo, con represen- 
taciones tales como las de Riemann y Klein, y en general, con un 
procedimiento complementario, á saber, los sistemas de transforma- 
ciones. Por éstos se pasa de un sistema de objetos á otro sistema 
de mayor sencillez. 

Así se pasa, por ejemplo, de la Geometría sobre una supei-ficie 
á la Geometría sobre un plano. Las transformaciones lineales cons- 
tituyen el procedimiento más generalizado. Á éste siguen las trans- 
formaciones isogonales ó representación conforme] y otras muchas 
pudieran citarse, como las transformaciones Cremonianas^ etc. 

Estas transformaciones hoy constituyen la vasta Teoría de los 
grupos de transformaciones, que comprende dentro de su generali- 
dad el Algebra de las formas. El rígido enlace suple á la intuición 
en estas sustituciones de unos sistemas por otros, más convenien- 
tes para nuestros fines, hacia la demostración de las verdades ó 
hacia la simplificación de las cuestiones. 

Puede afirmarse que el método matemático, consiste en una 
serie de sustituciones, que siempre reducen el estudio de las teorías 
más complejas á las más simples y fundamentales, cuya verdad 
queda así incluida en la de las fundamentales, establecidas de un 
modo directo. 



» ! • ! ♦ 
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naturales forman el nuevo núcleo característico del siglo xix, que 
por este predominio de su modo de ser sobre los demás desarrollos 
del pensamiento humano, quedará designado en la historia como 
el siglo de las ciencias. 

Laplace creó la Mecánica celeste, Cauchy la Física matemática, 
Ampére y Faraday descubrieron los principios que habían de ele- 
var la electricidad al lugar preminente entre las energías naturales. 

Hacia mediados del siglo xix apenas se conoCía esta energía. 
Los químicos Fourcroy, Berzelius, Davy, Dumas y Fresenius, ha- 
bían aportado considerables descubrimientos á la química inorgá- 
nica, hasta entonces preponderante. 

Pero llega el momento en que Mayer descubre el equivalente 
mecánico del calor, y Berthelot realiza sus primeros descubrimien- 
tos de síntesis química, á los que sucedieron los de Pasteur; y las 
ciencias se transforman. Quien estudió química en las importantes 
obras de Regnault y Fresenius, hoy desconoce por completo la 
química moderna, en la que la orgánica ha adquirido un lugar pre- 
ponderante. En Física, la teoría de los antiguos fluidos impondera- 
bles ha quedado derogada. La obra del P. Secchi, sobre la unidad 
de las fuerzas físicas, ha servido de fundamento á otras que tien- 
den á fijar los nuevos ideales. Y sobre este riquísimo fondo se 
eleva la Matemática, dirigiendo una veces con sus teorías, compro- 
bando y midiendo otras, con sus cálculos, los resultados de aqué- 
lla, por lo que adquieren el valor de verdaderas ciencias. 

Actualmente, las obras de Maxwell, de Thomson, de Lorentz y 
especialmente las de M. Poincaré, y, en química las de Van t'hoíT 
y Duhem, dan una capital importancia á los cálculos matemáticos; y 
la célebre teoría analítica del calor de Fourier ha servido á su vez 
de fundamento á los hoy considerables descubrimientos de las se- 
ries trigonométricas y á los más recientes descubrimientos acerca 
de la discontinuidad de las funciones. 

Considerando desprendidas de este núcleo las ciencias matemá- 
ticas, las vemos separarse en dos regiones, la Matemática pura, 
organismo grandioso é íntegro, y lo que tiene de común con las 
demás ciencias, á las que presta el caudal de sus cálculos. 

Los matemáticos, ante el inmenso desarrollo de su ciencia, 
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§ 2.^ Las Facultades de Ciencias (*) 

«Sr. Director del Diario de Avisos. — Muy señor mío y estimado 
amigo: Siendo hoy una cuestión que merece con preferencia ser 
estudiada, la de las Facultades de Ciencias en España, que han 
quedado reducidas al exiguo número de dos, por efecto del decreto 
de 26 de Julio, he creído oportuno remitir á usted los siguientes 
datos estadísticos, por si los juzga dignos de ser publicados en su 
estimable periódico. 

No siendo por hoy mi propósito tratar detenidamente de la 
cuestión que debe considerarse como capital en España, esto es, 
de la Instrucción pública, y especialmente de la importancia que 
deben tener las Facultades de Ciencias en la enseñanza universita- 
ria, lo que me reservo hacer más adelante con mayor caudal de 
noticias y más amplia base; me adelanto á estos propósitos, con 
objeto de dar á la publicidad algunos datos estadísticos que con- 
viene tener muy en cuenta, si no se quiere que España continúe 
de una manera fatal, poniendo de relieve el contraste muy poco 
favorable que su estado de cultura científica ofrece con el de las 
demás naciones de Europa, contraste que ha de influir necesaria- 
mente también en sus intereses materiales y en su prosperidad. 

Hoy está universalmente admitido que la Importancia moral y 
material de las naciones, sus recursos y el poder, que emana de 
éstos, se hallan en razón directa de su cultura científica, que se 
basa en una buena organización de la enseñanza, en la cual apa- 
rezcan armonizadas todas las tendencias y aspiraciones del espíritu 
humano, que se sintetizan en las F'acultades que constituyen cada 
Universidad. 

Como no es mi propósito entrar por hoy en materia, según ya 
he manifestado, voy á limitarme á exponer los siguientes datos: 

Bélgica tiene cuatro Universidades, que son las de Lieja, Gante, 
Bruselas y Lovaina, y en las cuatro se enseña geometría analítica 



(*) Publicado en el Diario de Avisos de Zaragoza (9 de Septiembre de 1892). 
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de los sacrificios realizados en su primer periodo. Más tarde, Italia 
elevó el número de 4 al de 89, que son los Institutos técnicos que 
contaba en 1875, siendo 1.173 el número de profesores de estos 
establecimientos, y 7.575 el de los alumnos. 

De Suiza, cuyas Universidades gozan de gran renombre, asi 
como cuentan entre sus profesores algunos de celebridad universal, 
bastará decir que el pequeño cantón de Ginebra, en el cual solo hay 
100.000 habitantes, puede gastar 500.000 francos en su Universidad. 

Y si se trata de Inglaterra, cuyo sistema de enseñanza ofrecí 
singularísimas diferencias con los del continente, la serie de ina^' 
merables palacios que se suceden en Oxford y Cambridge, ciuda- 
des convertidas en Universidades espléndidas, siquiera por e^^^ 
fausto y magnificencia, son como manifestación del respeto y ac?^' 
tamiento que debe tributarse á la cultura espiritual. 

Poco diré de Alemania, por ser muy conocido cuanto concierr"^ 
á este emporio de la ciencia moderna, cuyo organismo universit^'^' 
rio es el primero del mundo, con los 1.2 15 profesores de su Facuí 
tad de Filosofía (Letras y Ciencias), en la cual forma parte esen ^ 
cialisima la Matemática, llevada hasta los dominios de la filosofía, ^i^ 
siendo ensalzada continuamente con nuevos descubrimientos d^^ 
que rebosan, no solo las obras que brotan de aquel activo foco de^ 
saber, sino de sus numerosos periódicos destinados exclusivamente? 
á estas ciencias, como acontece también en P'rancia, Austria, Italia, 
Inglaterra, Sueci.u Bélgica, Portugal, etc., donde los periódicos de 
ciencias, matemáticas, físicas, etc., cuentan con público capaz de 
sostenerlos. 

Y de Francia podremos citar el desprendimiento por el que, 
hace mas de 20 años, persuadida de la importancia de los estudios 
científicos, para la prosperidad nacional, destinó 18 millones de 
fí*ancos a mejorar las enseñanzas de sus Facultades de Ciencias, 
disiribuvondolos en instalación de las mismas, en jjabinetes, labo- 
torios, bibliotecas, etc., y asignaciones al pA^fesorado de sus 16 Fa- 
cultades, dando, con este extraordinario s^icrificio, nueva vida á 
dichas Facultados y a las ie:ras, que constituyen el poder central, 
e. iv:^sa:^aion:v> v e- xi! n.; vio *.is l'níversiviados, Fstas Facultades, 
que e Vi iS*"* Cv>:na>an coa iñv^ y 100 a"u:^r.ios respectivamente. 
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Observación. Aunque este artículo, publicado hace años, pa- 
rezca poco oportuno y chocante en la obra actual, y hasta inexacto 
en algunos datos que se han modificado con el tiempo, tiene en 
cierta manera, su razón de ser. 

Y, en efecto, aunque algo se ha hecho por las Facultades de 
Ciencias, aun no ha llegado á sentirse la importancia de la Mate- 
mdíica actual^ lo que ha motivado la publicación de la Exposición 
sumaria de las teorías matemáticas^ donde se puede ver el des- 
arrollo á que han llegado muchas teorías que faltan en nuestros 
programas, especialmente el Anális superior, que ni siquiera ha 
merecido amplificarse con alguna acumulación^ de las que se han 
aplicado á otras asignaturas menos importantes, que según podrá 
verse, figuran hoy en los programas extranjeros, en la sección de 
las matemáticas elementales. 

^•Cómo se van á conocer las finalidades de las cosas, si nos de- 
tenemos en el medio ó á veces apenas traspasamos el umbral? 



§ 3.® Los ESTUDIOS DE ClENCIAS (*) 

«Las sucesivas disposiciones publicadas en la Gaceta^ repo- 
niendo á profesores excedentes, organizando algunos estudios ó 
enseñanzas, y, sobre todo, dando digno coronamiento á la obra 
proseguida desde poco ha en beneficio de la Universidad de Za- 
ragoza, que hoy se ve reforzada su P'acultad de Ciencias con la 
importantísima sección de físico-matemáticas, ha puesto fin al es- 
tado anormal que se dejaba sentir en la enseñanza y en el profeso- 
rado, desde el decreto de 26 de Junio del año antenor, cuyos resul- 
tados contraproducentes ó nulos, ponto se dejaron sentir. 

Hoy la vida intelectual de las naciones tiene tal importancia, 
influye tan directamente en su prosperidad material, que los estu- 
dios, su organización y sus mejoras son el asunto preferente de los 
legisladores. El estancamiento ó el atraso en el orden intelectual 
hoy es inseparable de la decadencia, de la debilidad y de la ruina, 

^•^ Publicailo en el Diario de Arisos de Xnt'aj •-•! ^12 tle S-*i>tietnhre de 180S) 
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tantas aplicaciones, de tantos hechos y productos materiales, sino 
de la idea que los ha dirigido y dado vida, ha sido la Universidad, 
que desde su creación ha concentrado y organizado en su ense- 
ñanza todas las producciones del espíritu humano, como archivo 
viviente que, no solo conserva de ellos el molde, sino que lo re- 
nueva perfeccionándolo sin cesar. 

Claro es que la Universidad, como expresión de la vida intelec- 
tual del hombre, no ha debido alejarse demasiado de su centro 
propio, y ha dejado para otras instituciones científicas, el conducir 
hasta los últimos detalles y perfeccionamientos las aplicaciones 
que la ciencia lleva consigo latentes y que han de trascender á la 
vida material, lo cual ya no es el objeto de aquélla; y en cada na- 
ción al lado de la Universidad se eleva la institución destinada a 
este segundo fin y que comprende todas las Academias y escuelas 
de ingenieros y toda la variedad de centros destinados á las ense- 
ñanzas técnicas. 

Si la Universidad sostiene un organismo en que las verdad^^ 
abstractas se enlassan, según sistemas amplísimos constantemer»^^ 
enriquecidos por nuevos descubrimientos de carácter intelectvl^^ 
predominante, la otra institución que fomenta en dirección paral^^* 
las aplicaciones, transforma el mundo material en otros anead ^' 
namientos que se llaman máquinas, líneas férreas y telegráfica»'^' 
canales, puertos, etc., que establecen un flujo constante entre \^ 
producciones más variadas que se organizan á su manera, segti^ 
cierta dependencia, que las permite desenvolverse y constituir ^* 
mundo de las artes, de la industria y de la vida material. 

Si tan importante y tan trascendental es la función de la Uní' 
versidad en todo tiempo, -cómo no se ha de celebrar y aplaudir \^ 
reinstalación de la Facultad de Ciencias, reforzada por los estudios 
matemáticos, que aumentan considerablemente desde luego la im- 
portancia de ésta, y en general de la Universidad de Zaragoza, que 
hoy constituye un núcleo importante de estudios variados y com- 
pletos? Las ciencias matemáticas, verdadero escollo de la juventud 
en sus exámenes y oposiciones, hoy en ZanigoiM tendrán nuevas 
facilidades para su difusión. Muchos talentos, alelados de estos es- 
tudios por imposibilidades materiales, pvxií at\ ejetvitar^e en un cam- 
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tan previsora, cuando nos faltan los medios de relacionar las ideas 
nos provee de este instrumento, que luego decae con la edad, por 
efecto de que cada vez es menos necesario, cuando se han desarro- 
llado otras facultades superiores y la suplen ventajosamente. 

Pero el cálculo aritmético, al mismo tiempo que constituye un 
ejercicio de la memoria, debe ir acornpañado de ejercidos intuiti- 
vos Debemos evitar el defecto frecuente de relacionar la inteli- 
gencia con el signo ó palabra, más no con el objeto, defecto que 
el niño adquiere por el abuso de los libi'os, siendo muy dignas de 
tenerse en cuenta, en este período de la educación las ideas de Pes- 
talozzi, que prefirió al estudio en los libros el estudio en la Natu- 
raleza, creando el método real-objetivo». 

También añado: «Parece conveniente que, desde luego se en-- 
señe la Geometría del espacio, pues un error de la enseñanza 
actual es el pretender que, por las figuras dibujadas en la pizarra, 
el alumno pase á la consideración de las figuras naturales. 

Poseyendo una colección de figuras de Geometría del espacio, 
construidas con maderas, alambres, hilos de seda, etc., el niño se 
fija sin ningún trabajo en las relaciones de perpendicularidad, etc.... 

Los niños, pues, al ingresar en la segunda enseñanza, pueden 
llegar con nociones implantadas de una manera permanente en su 
inteligencia, por medio de ejercicios intuitivos sobre la Física, la 
Agricultura y la Historia natural». 

Procedimientos especiales. En general, para este grado infe- 
rior de la enseñanza, los pedagogos tales como Pestalozzi, Froebel 
y otros varios que les han seguido en sus prácticas del método 
real-objetivo, entre ellos Montesinos en España, han trazado la 
marcha que debe seguirse para el desarrollo de las aptitudes men- 
tales de los niños. 

Aparte de estos procedimientos generales, que se completan 
con medios materiales, tales como los modelos de diversas clases, 
pueden citarse algunos trabajos importantes, entre ellos en España, 
la Aritmética del Abuelo^ que contiene procedimientos en forma de 
juego, muy propios para educar, recreando. 

Otra de. las obras muy recomendables, escritas con este objeto 
es la Initiation tnathématique de M. C. Laisant. La práctica de lo 
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expuesto en esta obrita, producirá seguramente el desarrollo de las 
inteligencias, á la vez que despertará la iniciativa individual, pues 
los ejercicios sobre la Aritmética y la Geometría son juegos agra- 
dables por los que, sin darse cuenta, el alumno aprende á discurrir. 
El desterrar todo aparato pedagógico, conduce á convertir la 
escuela en lugar de recreo, no en prisión donde se violenta y tor- 
tura al niño, con ejercicios violentos para su débil naturaleza. Pro- 
porcionar el trabajo á los grados de resistencia y revestir lo árido 
con apariencias agradables, es todo el fin de la educación y la en- 
ñanza. Hacer palpable que ésta no difiere de las demás prácticas 
de la vida. Este es su secreto. 

¿Qué es el estudio para un sabio? Una continuación de su vida. 
Una conversación, generalmente, con un desconocido, en armonía 
con sus fuerzas intelectuales y con los medios de que dispone para 
desarrollar su actividad. 

Pues de igual manera, en la escala de las inteligencias, cada 
uno podrá experimentar estos efectos, que solo dependen de las 
apariencias, unas veces, y de la adaptación de lo que uno se pro- 
pone, á la manera más cómoda de realizarlo. 

Lo principal es despertar la vocación hacia algo que sea bueno 
ó útil; lo demás se verificará por una ley natural, sin violencias y 
con agrado. Dos fines que deben tenerse presentes. 



§ 2.° Segunda enseñanza 

Consideraciones generales. Principiaré por reproducir las si- 
guientes ideas, expuestas en Ciencia, educación y enseñanza: «Ha^ 
llándose el alumno de segunda enseñanza en un período de tran- 
sición, el plan de ésta debe tender á amplificar, consolidándolos 
al mismo tiempo, los resultados anteriores y á un enaltecimiento, 
que predisponga á la inteligencia y á la actividad, para la investi- 
gación en el dominio abstracto. Á los estudios de la Psicología, 
Lógica y Matemáticas, deben preceder los de la Física experimen- 
tal, Historia natural y Agricultura». ' 

«Á las nociones adquiridas, de una manera intuitiva, por medio 
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Ciñéndonos á los estudos matemáticos, observaremos que el 
dogmatismo preponderante, la casi exclusiva intervención del pro- 
fesor, lo que se llama explicaciones, es perjudicial á los alumnos. 

En general, las largas peroraciones son beneficiosas para el 
orador, que se ejercita y perfecciona en el ejercicio de hablar y 
hasta de razonar; pero de resultado insignificante para el oyente. 
Solo en las grandes solemnidades y por la elocuencia del disertante 
y por el interés excepcional de lo que dice, puede mantener la 
atención del auditorio, y mucho más cuando éste es de pocos años. 

En Matemáticas, el alumno debe ser casi el protagonista. Debe 
encontrarse en actividad; pues las Matemáticas se hacen, y cons- 
tituyen una ciencia que, en cierto modo, ha de ir formando el que 
desee adquirirla. 

El repetir el profesor lo que dice el libro, no tiene gran utilidad. 
El profesor debe completar el libro. P'ste debe ser conciso, una sín- 
tesis gradual en los diversos ciclos de la enseñanza, que vaya de- 
jando sucesivamente algo más que discurrir al alumno. El profesor 
completará las deficiencias que hayan resultado en la labor del 
alumno. Un libro, escrito con prodigalidad de detalles, atrofia las 
inteligencias, que se vuelven perezosas y se acostumbran á encon- 
trárselo todo resuelto. 

Solo cuando el alumno resuelve por sí algunas dificultades, 
siempre proporcionadas á su capacidad (y esto es lo más impor- 
tante, exigiendo mucho acierto por parte del profesor), va aficio- 
nándose al estudio, que llegará á convertirse en un ejercicio natural. 
De lo contrario, el poder artificioso de la memoria, tendrá que su- 
plir, lo que no hace la reflexión; y desde este momento, podrá 
considerarse como desterrado del campo de la ciencia. 

Reglas generales. Para que el fin anteriormente enunciado 
pueda realizarse, es necesario: 

i.° Una reducción de la parte doctrinal á lo más indisponsable, 
valiéndose de las sustituciones de las entidades equivalentes, me- 
diante los grupos ó algún otro encadenamiento lógico. 

2.° Una extensión considerable de las aplicaciones ó ejercicios^ 
de manera que la actividad individual supere á la especulación 
científica. 
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Este retraso puede explicarse por la injustificada preocupación 
que conducía á dividir la Geometría en plana y del espacio. 

Ya en 1881, al exponer la Critica de las verdades geométricas y 
con objeto de llegar á la teoría de las sustituciones y equivalencias 
geométricas^ por las que se pasa gradualmente de unos problemas á 
otros, que solo difieren de los anteriores por una simple modifica- 
ción de datos, que se pueden considerar como equivalentes; al 
tratar de la generación geométrica^ por traslaciones y rotaciones, di- 
versamente combinadas, supuse indistintamente las figuras en el 
plano y en el espacio (Complemento de Geometría elemental ó critica 
geométrica^ págs. 63-83), insistiendo en las nociones de Critica geo- 
métrica, con que termina la primera edición de la Geometría elemen- 
/¿x/ (1882), en las correlaciones diversas del punto y la recta, del 
punto y el plano, etc., hasta llegar á las correlaciones de la Geome- 
tría plana y esférica. 

En la segunda edición de esta obra llevé más adelante dicho 
propósito, al separar en la Parte primera, las propiedades pu- 
ramente descriptivas que, en Geometría elemental, estriban exclu- 
sivamente en las relaciones de perpendicularidad y paralelismo, de 
las propiedades métricas, las cuales, fundándose en la proporcio- 
nalidad de segmentos y la homotecia, llegan á la medida de las fi- 
guras de dos y de tres dimensiones. 

Esta innovación ha sido objeto de varias tentativas, hasta que 
el profesor Lazzeri llegó á escribir su Geometría en la que realiza 
francamente, desde las primeras páginas, la fusión de las dos geo- 
metrías plana y del espacio. 

Vencida pues, la preocupación de separar dichas dos geome- 
trías, se impone naturalmente, siquiera un estudio de lo más esen- 
cial que comprende la Geometría descriptiva, tal como la teoría de 
rectas y de planos y nociones acerca de las superficies, muy apropiado 
para ejercitar, desde un principio, las aptitudes intuitivas; practicando 
el ver en el espacio, que es como, en el Análisis, la práctica de las 
operaciones fundamentales. Por otra parte, tan natural es ver una 
figura plana como una sólida, especialmente en la época actual, 
pues hoy abundan las colecciones de modelos que presentan, á la 
vista, desde las figuras más sencillas, hasta los géneros superiores 
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Kn mi folleto, Observaciones útiles en el estudio de las maiemh 
ticas (págs. 7 y 8, 1874), consideré el teorema como una proposi- 
ción que expresa relaciones de coexistencia entre modos de ser de va- 
rias cosas, y como im problema perfeccioncLdo en su expresión, ó 
hien, la txprcsión del resultado de un problema (Consüier. sobre la 
coMV, de un n turo plan, etc , pág. 48, 1877). Esto hace ver cómo 
una proposición, según el modo de ser y estar en la ciencia, es un 
toorümu demostrado ó im problema resuelto. 

Si concehimos que se trasladen ciertas relaciones, de modo que 
so oompcnclrcn; de su combinación, resultarán nuevas verdades 
üutro ciertos términos, por la eliminación de otros que habrán ser^^ 
vido do términos medios, en el andamiaje que ha dado fijeza y so^ 
lido/. al conjunto do las entidades nuevamente relacionadas. 

Kn un problema o en un teorema existen: i.** Ciertas entidades 
caraotori/avias por existir hipotéticamente. 2.** Otras unidas á las 
prinuM'as p\M' oí la/A> do la coexistencia. 3.® Ciertas construcciones 
quo ponomos arbitrariamonto para poder introducir nuevas entida- 
dos y ix^laoionos que nos sirvan como medios de enlace entre los 
clomontivi oxprosuios on la cuestión. 4.*" Teoremas que justifican 
Uvi onUoos do las entidades y ivlaciones auxiliares con las expues- 
tas on U ouosti\Mi ^ .V/ MTi Á\¿> «i/^.Vi «i4¿> .1 la ciencia wuUemtática^ pá- 

^IVsdo u.\i rtí;u:a pv\iomv^s lloarar hasia otra: y esto se realiza 
a^*i<x\*iAnds\ a .a pnmoia. otras tia^uras; :odas las que sean necesa- 
rias ^\ua sW^^p-otai la :\\i do :v!ac:vV':es de U que solo al fin deben 
vi^^x;aoaí>\\ xwv.x^ las p:í:*0'Ai:os x'íoas vio un dibujo, aquéllas que 
xVí\x;í;;:\o:> \vv oax o\í:\\*\ví vio' o:"vMs:c:^A:*,rea:o, que han de ser- 
\íí ;Mí'a c ^; \ \u o'. U\*:v.^u 00 Vv>s:!\u:o o e^ ra^ema resuelto, 
xNv>v \N v.^ :,ox 0^ a * ^'^io^;. o ^ .;:a IxV^ c\::v:v..^s que han de cons- 
;t;;;íí ;: \< .v\\\vv o * vV ^ x^ .;.:\ .^ Ov x. v* >cr^o ¿e medios, desti- 

:V\^ ,,v>^x ox.>^^ O \.;oo ' i** > ".v.^ >v V- v;> dependen de un 
,s s^>^v x\^ ^"x " . .>va^ o -V OxC y*^ ^x o'^-'í-v^ y que define á 
o,<n\* X ^« \;o N' ,^■ . . \4 <, .; ,v. >v,M ;::*,i jje las condi- 
Ovsvx<, n' xV v\ ^^^ <« %' -^ xvN^ .¿ nV >> íC.^cv^s ha abierto 
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Así la enseñanza será educativa, y servirá, no para que el alum- 
no se preste habitualmente á repetir lo expuesto en el libro, á seguxir 
mecánica é inconscientemente un mismo surco, sino á trazar él la 
dirección, por el empleo espontáneo de sus energías intelectuales. 

En resumen: La enseñanza secundaria de la Matemática debei'á 
distribuirse en ciclos, de la manera siguiente: 

Nociones geométricas. Nociones de Aritmética. 

Análisis geométrico. Análisis algebraico. 

Aplicaciones á la resolución de Aplicaciones á la resolución ^® 

los problemas. los problemas. 

Ejercicios graduados. Principios de trigonometría ^ 

problemas. 

Principios acerca de las funciones 

Nociones de geometría descrip- Cálculo de las derivadas, de la. 

tiva. Problemas de rectas y de series y de las fracciones con- ^ 

planos. Nociones acerca de las tinuas. 

superficies. 

Metodología geométrica. Definí- Nociones de Cálculo infinitesi — 

. clones de los métodos car- mal. Aplicaciones al estudicC^ 

tesiano, de Chasles, Staudt, de las curvas, rectificación, 

Moebius, etc., aplicaciones al medición de áreas y curva — 

estudio de las curvas y super- turas (*). 

fieles de segundo orden. 

Los alumnos á los diez y ocho años, ya pueden comenzar lo 
estudios universitarios, después de un bachillerato, que comprenda ^tJe 
lo llamado Matemáticas especiales y que están constituidas poc^ — ^or 
parte de las antes consideradas como Mate^náticas superiores, ho;; -^^^y 
elementalizadas, por su vulgarización y los progresos actuales e -*^^ n 
sus métodos y en su conocimiento crítico, y simplificadas, por sizi — J- 
presión de partes comunes, que constituirían, si se conservaseaer n, 
una repetición innecesaria. 

El fin de la segunda enseñanza debe reducirse á: Adquirir \ 



» 

r .1 



(*) Estas nociones pueden reducirse, por ejemplo, ó la extensión que tienen en ^^ 
obra Einfühimng in die DifY. und Integralrech. del profesor H. Müller, que tiene 38 p& 
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mientos hechos en el siglo xix, desde Abel y CaüChy, envuelto ^n 
un cúmulo inmenso de nuevas teorías, que como ya se indicó, 
han empujado á aquéllas hacia las regiones elementales de los 
estudios. 

Ya se describió, en la síntesis hecha anteriormente de los cono- 
cimientos matemáticos, el caudal de teorías nuevas importadas y la 
edificación de los nuevos sistemas sobre los conocidos, hasta La- 
grange y Gauss. Todo ello ha hecho variar las enseñanzas actua- 
les y, por una correlación necesaria, los libros que se publican; pues 
cualquier Álgebra, Geometría analítica ó superior, ó cualquier Tra- 
tado de análisis escrito en esta última veintena de años, es un 
tratado que solo se parece por el título á los anteriormente conoci- 
dos. Y la materia de éstos se ha reducido á su más mínima expre- 
sión, convirtiéndose en meramente elemental. Esto puede verse 
comparando, por ejemplo, el Álgebra superior de Weber con las de 
Lefebure de Fourcy ó la de Cirodde. 

Nuestro comercio de libros de matemáticas, salvo contadísimas 
¡excepciones, difiere totalmente de los demás, si salimos del dominio 
elemental; y aun en éste, conservamos los antiguos moldes, que se 
han modificado en otras partes. El dogmatismo no ha cedido ante el 
espíritu de investigación. Y esto responde necesariamente á las de- 
ficiencias de nuestros planes de estudios. Nada ó casi nada, que es 
lo mismo, de invariantes, de grupos, de funciones elípticas, abelia- 
nas, analítica?, automorfas, curvas y superficies superiores á las de 
segundo orden, etc. Esto es lo que se nota en nuestros libros y en 
nuestros planes de enseñanza. 

Para formarnos idea de estas diferencias, basta presentar algu- 
nos cuadros de los estudios que se hacen en el extranjero. Así, en 
el semestre de invierno, se dieron las siguientes enseñanzas: 

Universidad de Berlín (i 904- i 905). Geometría analítica. — 



Determinación de las estrellas dobles. — Cálculo diferencial. — Ejer — 
ciclos. — Funciones elípticas. — Capítulos de las funciones analíticas— 
— Coloquios matemáticos. — Álgebra.— Teoría de las funciones.—^ 
Mecánica analítica. — Integrales definidas.— Curvatura de las su- 
perficies. — Curvasen el espacio.— Cálculo integral. — Aplicacipne^ 
del mismo. — Superficies de segundo orden.— Conjuntos. — Teoría. 
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enseñanza se limita á asimilar y retener conocimientos. Y también 
esto es suficiente, cuando se estudia la Matemática para sus apli- 
caciones; porque entonces no se emplea más que como instrumento 
para otras finalidades, las cuales son en este caso lo preferente. 

Vemos, por otra parte, que la Ciencia exige dos trabajos: i.°, el 
de condensación, ^ues sin abreviar ó compendiar y sintetizar la mul- 
titud de los conocimientos, abrumaría á las inteligencias; 2.°, el de 
expansión, pues la Ciencia es indefinida; siempre ofrece objetos nue- 
vos y eleva continuamente los puntos de vista de la inteligencia. Y 
así vemos, otra vez, cómo son necesarios profesores de las dos 
clases arriba señaladas, pues una eminencia científica perdería 
tiempo en repeticiones necesarias, por exigencias pedagógicas, que 
sería preferible emplear en fines más elevados; y un repetidor es 
muy útil para los cursos prácticos. 

Carácter eminentemente sintético. La inteligencia del alum- 
no, ya educada en los centros de segunda enseñanza, extenderá 
sus conocimientos en la enseñanza superior. Esta será su principal 
finalidad. Los métodos de los grandes maestros, que necesariamente 
se suceden en cada curso, constituyen los medios de su perfeccio- 
namiento intelectual, los cuales deben presentarse como excitante 
á su espíritu de investigación. 

Los matemáticos eminentes, al ver con claridad los últimos pel- 
daños de la Ciencia, encuentran siempre campo fértil para añadir 
^Igo, aunque no sea más que remover las ideas y recorrerlas en 
nuevas direcciones. 

Procedimientos especiales, a) En algunas Universidades, 
se practican los cursos, llamados Lecturas. Eñ vez de explicar, se 
leen teorías elegidas por el profesor, de las obras más importantes. 
Esto es conveniente para fijar puntos de vista en la Ciencia, y 
provocar el espíritu de investigación, ofreciendo material para el 
porvenir. 

b) En varias Universidades, algunos días se destinan á ejer- 
cicios sobre las recientes publicaciones, sean obras ó revistas, con 
intervención de los alumnos en las observaciones. Esto permite dar 
cierta movilidad á los conocimientos adquiridos, que les hace salir 
de los rígidos moldes del dogmatismo. Constituye un ejercicio de 
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espíritu humano»; lo que está incluido en las siguientes frases que 
dirige á Legendre, en reivindicación de la ciencia: 

«M. Poisson no debía haber reproducido una frase poco acer- 
tada del difunto M. Fourier, en la que nos reprocha á Abel y á mí 
por no habernos ocupado del movimiento del calor. En verdad, 
M. Fourier opinaba que el objeto principal de las matemáticas es 
la utilidad pública y la explicación de los fenómenos naturales; pero 
un filósofo como él debía saber que el objeto único de la Ciencia es 
el honor del espíritu humano] y que, desde este punto de vista, una 
cuestión de números vale tanto como una cuestión del sistema 
del mundo (*).» 

La instrucción por sí sola produce grandes beneficios, aunque 
sean indirectos para algunos individuos, que son siempre inmedia- 
tos en cada nación; y esto tiene importancia para los estadistas. 

Las naciones que publican muchas obras, aumentan considera- 
blemente sus medios de vida, ó el engranaje de los actos sociales, 
al explotar el elemento más poderoso y fecundo que posee la hu- 
manidad. Pues la idea es una mercancía inmaterial que, por lo me- 
nos, produce tantos fines útiles como las materiales, y otros muchos 
que trascienden al orden moral; y el ser feliz pertenece al orden 
de las ideas; aunque no solo de ideas vive el hombre. 

Los conocimientos humanos, á la manera que una mezcla de 
líquidos, se colocan según su densidad, pero adoptando la forma 
de una pirámide. Los más agradables se hallan en la base, porque 
sus atractivos son más perceptibles. En la cúspide se hallan la Ma- 
temática y la Filosofía ó Metafísica, cuyas grandes armonías se 
ocultan bajo las apariencias escuetas de lo abstracto. Pero hay que 
llegar al punto culminante, pues tener conocimientos incompletos 
es lo mismo que no tener ninguno, dentro de las limitaciones de lo 
humano; y tanto más perfeccionado y completo se halla un orden 
material, cuanto más completo y riguroso ha sido el orden intelec- 
tual y moral bajo el que se ha modelado. Los números dan sus 
leyes á los productos de la industria humana. Y las ideas centupli- 
can sus modos de hacer agradable la vida. Este alimento de la 



(*) Gtsammelte Wevhe, Bd I (pág. 455). 
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vida, debe preocupar en primer término á los legisladores. La Na- 
turaleza nos enseña que, desde las altas cumbres desciende la vida 
á los campos. 

La educación, en que se funden el orden intelectual y moral, 
permite apreciar el valor de la Ciencia. 

Los EXÁMENES. La necesidad de éstos varía según la edad de 
los alumnos. Para los alumnos de corta edad son altamente conve- 
nientes. El temor, el estímulo y cierta vanidad infantil, influyen en 
sus naturalezas no formadas. Y puesto que los primeros años son 
los del predominio de la memoria y de la imaginación, edad de la 
adquisitividad, en que es conveniente almacenar en la inteligencia 
vacía de conocimientos, cuanto se pueda, aunque sea artificiosa- 
mente, el examen tiene gran importancia. Y ésta va disminuyendo, 
á medida que se hacen los estudios más reflexivos. El resultado 
debe apreciarse por lo que se ha hecho, más que por lo que pueda 
decirse en una prueba de carácter principalmente teórico. 

El dar excesiva importancia á los exámenes, tiene el inconve- 
niente de subordinar los cursos á éstos. La enseñanza puede con- 
vertirse en wndi preparación para el examen] su fin será reducirse á 
preparar contestaciones á las preguntas del programa. Y nada hay 
tan antagónico respecto á la Ciencia, como esto. Tales resultados 
pueden expresarse muy bien por el verbo papagayear, Y cierta- 
mente que, con cursos tan breves como interrumpidos y con ense- 
ñanzas exclusivamente teóricas, se ha papagayeado bastante. 

Por otra parte, la suerte es un factor que interviene en el resul- 
tado de los exámenes, si los tribunales juzgan exclusivamente por 
éstos; pues alguna inesperada casualidad es decisiva, cuando se 
encierra á un individuo en un estrecho círculo, de donde no puede 
salir, para mostrar fuera de él, que solo el acaso ha podido condu- 
cir á un juicio inexacto. 

Además, el rigor en los exámenes tiene que ser muy relativo. 
Debe depender del grado de esplendor de la enseñanza. Cuando 
este organismo es deficiente, no es justo ni posible un excesivo ri- 
gor. La oferta debe ajustarse á la demanda, y el rigor debe corres- 
ponder á lo que se enseña. 

Todavía no hemos comenzado á examinar entre nosotros las 
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Tiene sus principios fundamentales, sus cumbres, y además sus 
verdades secundarias, accidentales, que por desconocerse, no alte- 
ran el conjunto. Toda ciencia tiene un número indefinido de cues- 
tiones que se escapan al más experto; y sus líneas principales 
son las que debemos conocer. La cuestión es ver cuáles son las 
preferibles. A esto corresponde la reducción de los cursos á ca- 
pítulos elegidos (en la enseñanza superior). 



§ 3.° Postergación de la enseñanza 

Existe la preocupación errónea de que la enseñanza debe ser 
esencialmente reproductiva, una renta y no una carga del Estado. 

La enseñanza debe ser desde luego una carga, tanto mayor 
cuanto más atrasada se halle una nación; pero que al fin llegará á 
constituir una renta, la más considerable de un Estado; aunque sus 
beneficios solo pueden apreciarse de una manera indirecta. 

Las naciones poderosas y bien organizadas deben estos resul- 
tados á sus preferentes atenciones respecto á la ciencia. Puede 
afirmarse que hoy todas rivalizan por acrecentar y mantener cui- 
dadosamente este instrumento de su prosperidad y de su poder, 
que trasciende á la vida individual y social. 

Las necesidades de cada nación se satisfacen por los productos 
de su ciencia. Esta es una verdad tan conocida, que no es necesario 
insistir mucho en ella, para evidenciarla. 

En mi disertación, Mecánica social (*), decía: «Opino que de- 
bemos considerar una Mecánica superior que versa sobre las accio- 
nes humanas, que se aplica á algo tan inmaterial como el punto 
matemático, al fondo inmaterial del espíritu humano; y que tiende 
á establecer estados de equilibrios y de movimientos en los domi- 
nios de la sociedad». 

Al tratar de la energía potencial de la Naturaleza, añadía: «de 
análoga manera, los esfuerzos de los héroes y de los mártires del 



(*) Dada en la Facultad de Ciencias el 1/ de Mayo de 1902, y publicada en el Diario 
de Avisos de Zaragoza, 
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